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RESUMO

FERREIRA, Pedro Marcio. Dualidade na Otimizacdo Agricola. 2020. 57p. Dissertagcdo
(Mestre em Ciéncia em Modelagem Matematica e Computacional). Instituto de Ciéncias
Exatas, Universidade Federal Rural do Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2020.

Na otimizacdo das decisbes agricolas temos que escolher entre as diferentes politicas de
producdo a mais eficiente, em relagdo as metas e condigdes de viabilidade. As decisdes
baseadas no julgamento e na intuicdo podem ser satisfatorias quando o nimero de fatores do
problema ¢ limitado e suas relagfes sdo claras. Mas em situagdes onde esse nimero cresce €
necessaria a utilizacdo de modelos matematicos que representem ou simulem condigdes
reais. Um dos principais problemas que ocorrem na agricultura é a baixa eficiéncia com que
sdo utilizados os recursos disponiveis. A distribuicdo irregular de recursos e a escassez de
capital justificam a utilizacdo de técnicas da programacdo matematica que permitem
aumentar os lucros. Em perimetros onde varias culturas com diferentes sistemas de manejo
entram em competicdo por existir limitacdo de &gua, terra e fertilizantes, uma maneira de
escolher a area de cultivo, lamina de &gua e/ou dose de nitrogénio 6tima no conjunto de
solucBes viaveis, € 0 uso de técnicas que auxiliem as tomadas de decisGes, a programacao
linear (PL) e a programacdo quadratica (PQ), tém-se mostrado como bons instrumentos para a
alocacdo 6tima desses recursos. A PL e a PQ sdo, sem davida, apropriadas para a solucéo
de problemas complexos que ndo podem ser resolvidos satisfatoriamente com técnicas
analiticas convencionais (CARVALHO et al., 2000; BAIO et al., 2004; FRIZZONE et al.,
2005; OJIMA et al., 2006; CARVALHO et al., 2009; DELGADO et al., 2010). Nos ultimos
anos a PL e a PQ tem sido utilizadas em diversas areas da ciéncia. Em funcdo dos avangos
computacionais, cada vez mais se tem buscado utilizar ferramentas que procuram
maximizar lucros e minimizar custos, tornando a otimizacdo agricola uma éarea de pesquisa
bastante atraente. Como a maior parte dos problemas gerados é cada vez maior e de
resolugdo complexa, entdo devem ser procurados procedimentos eficientes para resolvé-los,
e a “dualidade” se apresenta como uma ferramenta efetiva para tal finalidade. Dualidade é
a propriedade ou carater do que € duplo, do que é dual, ou que contém em si duas naturezas,
duas substancias ou dois principios. A teoria de dualidade se baseia em associar ao problema
original (primal) um outro problema, chamado dual, que sob certas condi¢des (e num certo
sentido) é equivalente ao primal e que, as vezes, € mais facil de resolver. Na programacao
matematica, as relacdes de dualidade mais fortes sdo obtidas quando o problema primal é de
maximizacdo concava. Mas mesmo em casos bem gerais (até de otimizacdo combinatéria), a
dualidade pode ser muito Util, tanto para as questdes tedricas quanto para as técnicas
computacionais. Nesta dissertacdo se tratam trés problemas importantes na otimizacao
agricola. No primeiro, interessa a selecdo de culturas agricolas e meses de plantio que
proporcionem a maximizagdo da producdo e a maximizacao da receita liquida do agricultor
(problema primal), como também a determinacdo dos precos dos insumos (agua e terra
irrigavel), de modo a fornecer a oferta minima para que se aceite um acréscimo deles
(problema dual). No segundo problema, dado um conjunto de lotes e suas solucdes étimas
de producdo, fazemos o que chamamos de ‘inverso de otimizagdo” para conseguirmos 0S
coeficientes que faltam na funcdo objetivo. Finalmente no terceiro problema, tratamos a
dualidade de problemas de programacdo quadratica com recursos (lamina de &gua e dose
de nitrogénio) limitados e associados a maximizacdo da producdo e a maximizacdo da
receita liquida respectivamente.

Palavras-chave: otimizacéo agricola, dualidade, producéo, receita liquida, programacéo linear,
programacédo quadratica, método barreira logaritmica



ABSTRACT

FERREIRA, Pedro Marcio. Duality in Agricultural Optimization. 2020. 57p. Dissertation
(Master in Science in Mathematical and Computational Modeling). Institute of Exact Sciences,
Federal Rural University of Rio de Janeiro, Seropédica, RJ, 2020.

In the optimization of agricultural decisions, we have to choose between the different
production policies the most efficient, in relation to the goals and conditions of viability.
Decisions based on judgment and intuition can be satisfactory when the number of problem
factors is limited and their relationships are clear. But in situations where this number grows, it
IS necessary to use mathematical models that represent or simulate real conditions. One of the
main problems that occur in agriculture is the low efficiency with which the available resources
are used. Irregular distribution of resources and capital shortages justify the use of mathematical
programming techniques to increase profits. In perimeters where several crops with different
management systems compete because there is water, land and fertilizer limitation, one way to
choose the area of cultivation, water blade and / or optimal nitrogen dose in the set of viable
solutions is the use of techniques that aid decision making, and linear programming (LP) and
quadratic programming (QP), have been shown as good instruments for the optimal allocation
of these resources. LP and QP are undoubtedly suitable for the solution of complex problems
that cannot be satisfactorily solved with conventional analytical techniques (CARVALHO et
al., 2000; BAIO et al., 2004; FRIZZONE et al., 2005; (2006), which is the most widely used in
the literature. In recent years LP and QP have been used in several areas of science. Due to the
computational advances, more and more have tried to use tools that seek to maximize profits
and minimize costs, making agricultural optimization a research area quite attractive. As most
of the problems generated are increasingly complex, then efficient procedures must be sought
to solve them, and "duality" is an effective tool for this purpose. Duality is the property or
character of what is dual, of what is dual, or which contains within itself two natures, two
substances, or two principles. The theory of duality is based on associating with the original
(primal) problem another problem, called dual, which under certain conditions (and in a certain
sense) is equivalent to the primal one and which is sometimes easier to solve. In mathematical
programming, the strongest duality relations are obtained when the primal problem is of
concave maximization. But even in very general cases (even combinatorial optimization),
duality can be very useful, both for theoretical questions and for computational techniques. This
dissertation deals with three important problems in agricultural optimization. In the first one,
the selection of agricultural crops and months of planting that maximize the production and the
maximization of the net income of the farmer (primal problem), as well as the determination of
the prices of the inputs (water and irrigable land) in order to provide the minimum supply to
accept an addition of them (dual problem). In the second problem, using optimal optimality
conditions, we try to estimate the optimum net agricultural revenue with current limited
resources, in relation to past optimal net revenue records. Finally, in the third problem, we deal
with the duality of quadratic programming problems with limited resources (water depth and
nitrogen dose) associated to maximization of production and maximization of net revenue
respectively.

Keywords: agricultural optimization, duality, production, net revenue, linear programming,
quadratic programming, logarithmic barrier method.
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1. INTRODUCAO

A demanda crescente de alimentos e energia, associada a necessidade de preservacao
ambiental e a disponibilidade limitada de terras para a expansdo da area cultivada, tem exigido
da pesquisa o aprimoramento e o desenvolvimento continuado de conhecimentos e tecnologias
que resultem no aumento da produtividade e na racionaliza¢éo do uso de insumos, dos recursos
ambientais e dos meios de producgédo, de forma a garantir a sustentabilidade econdmica,
ambiental e social da agricultura brasileira. O caminho para vencer esse desafio passa pela
realizacdo de acOes integradas de pesquisa com enfoque interdisciplinar e sisttmico, buscando
o desenvolvimento e o aperfeicoamento de sistemas de producéo.
Durante as duas décadas finais do século XX, o Brasil assistiu a uma brutal evolugdo na
sua producdo agricola: em uma area praticamente igual a do inicio dos anos 80, a producéo
praticamente dobrou no final do século. Varios fatores levaram a este resultado, tais como a
melhoria dos insumos utilizados (sementes, adubos, méaquinas), as politicas publicas de
incentivo a exportacdo, a diminuicdo da carga tributaria (como, por exemplo, a reducdo do
imposto de circulacdo, em 1996), a taxa de cambio real que permitiu estabilidade de precos (a
partir de 1999), o aumento da demanda dos paises asiaticos, o crescimento da produtividade
das lavouras e outros componentes, como a intercessdo governamental junto a OMC para
derrubar barreiras comerciais existentes contra produtos brasileiros em paises importadores.
(GUANZIROLL, et al., 2006)
Esta evolugéo do setor permitiu que a agricultura passasse a representar quase um terco
do PIB nacional. Esta avaliagdo leva em conta ndo somente a produgdo campesina em si mesma,
mas de toda a cadeia econdmica envolvida: desde a indUstria produtora dos insumos até aquela
envolvida no seu beneficiamento final, transporte, etc. (GUANZIROLI, et al., 2006)
Enquanto a agricultura propriamente dita apresentou, no periodo de 1990 a 2001 uma
queda na oferta de empregos, o setor do agronegdcio praticamente triplicou a oferta de
empregos (que saltou de trezentos e setenta e dois mil para um milhéo e oitenta e dois mil, no
interregno). O nimero de empresas era, em 1994, de dezoito mil, e em 2001 saltou para quase

quarenta e sete mil. J& a relacdo emprego/produtividade na agricultura apresentou um
crescimento expressivo, oposto a diminuicdo do numero de trabalhadores. (GASQUES et al., 2003)

O setor agricola brasileiro possui possibilidades de ampliar a produgdo existente. Para
tanto, ha que se considerar as areas em que pode haver expansdo da fronteira agricola, bem
como o incremento daquelas subexploradas. Fatores que limitam essa expansao vao desde o
surgimento de pragas em virtude das monoculturas, problemas infra estruturais, e problemas
ambientais gerados por praticas como o desmatamento, etc. (GUANZIROLI, et al., 2006)

Ao longo da historia, o setor da agricultura no Brasil passou por diversos ciclos e
transformacdes, indo desde a economia canavieira, pautada principalmente na producdo de
cana-de-agucar durante o periodo colonial, até as recentes transformaces e expanséo do café e
da soja. Atualmente, essas transformacdes ainda ocorrem, sobretudo garantindo um ritmo de
sequéncia as transformacdes técnicas ocorridas a partir do século XX, como a mecanizagdo da
producdo e a modernizacao das atividades. (PENA, et al. 2019)



A modernizacao da agricultura no Brasil atual esta diretamente associada ao processo de
industrializacdo ocorrido no pais durante 0 mesmo periodo citado, fator que foi responsavel por
uma reconfiguracdo no espaco geografico e na divisdo territorial do Brasil. Nesse novo
panorama, 0 avanco das industrias, o crescimento do setor terciario e a aceleracdo do processo
de urbanizagdo colocaram o campo economicamente subordinado a cidade, tornando-o
dependente das técnicas e produgdes industriais (maquinas, equipamentos, defensivos agricolas
etc.). (PENA, et al. 2019)

Figura 1: Méaquinas sendo utilizadas na agricultura

I 2 .
FONTE: Diariodonordes

te. (2018)

Podemos dizer que a principal marca da agricultura no Brasil atual — e também, por
extensdo, a pecuaria — é a formacdo dos complexos agricolas, notadamente desenvolvidos nas
regides que englobam os estados de Sao Paulo, Minas Gerais, Rio de Janeiro, Santa Catarina,
Parand, Rio Grande do Sul, Goiés, Mato Grosso e Mato Grosso do Sul. Nesse contexto,
destacam-se a producéo de soja, a carne para exportacdo e também a cana-de-agucar, em razao
do aumento da necessidade nacional e internacional por etanol. (PENA, et al. 2019)

Na regido Sul do pais, a producéo agricola € caracterizada pela ocupagéo histérica de
grupos imigrantes europeus, pela expansdo da soja voltada para a exportacdo nos Gltimos
decénios e pela intensiva modernizacdo agricola. Essa configuracdo é preponderante no oeste
do Parana e de Santa Catarina, além do norte do Rio Grande do sul. Além da soja, cultivam-se
também, em larga escala, o milho, a cana-de-agucar e o algod@o. Na pecuaria, a maior parte da
producéo é a de carne de porco e de aves. (PENA, et al. 2019)

Na regido Sudeste, assim como na regido sul, a mecanizagédo e producdo com base em
procedimentos intensivos de alta tecnologia sdo predominantes. Embora seja essa a regido em
que a agricultura se encontra mais completamente subordinada a industria, destacam-se os altos
indices de produtividade e uso do solo. Por outro lado, com a maior presenca de maquinarios,
a geracdo de empregos é limitada e, quando muito, gerada nas agroindustrias. As principais



culturas cultivadas séo o café, a cana-de-acucar e a fruticultura, com énfase para os laranjais.
(PENA, et al. 2019)

Na regido Nordeste, por sua vez, encontra-se uma relativa pluralidade. Na Zona da Mata,
mais Umida, predomina o cultivo das plantations, presente desde tempos coloniais, com
destaque novamente para a cana, voltada atualmente para a producgdo de &lcool e também de
acucar. Nas areas semiaridas, ressalta-se a presenca da agricultura familiar e também de
algumas zonas com uma producéo mais mecanizada. O principal cultivo é o de frutas, como o
meldo, a uva, a manga e o abacaxi. Além disso, a agricultura de subsisténcia também possui um
importante papel. (PENA, et al. 2019) J& a regido Centro-Oeste € a area em que mais se
expande o cultivo pela producdo mecanizada, que se expande em direcdo a Amazénia e vem
pressionando a expansdo da fronteira agricola para o norte do pais. A Revolucdo Verde, no
século passado, foi a principal responsavel pela ocupacao dos solos do Cerrado nessa regiao,
pois permitiu o cultivo de diversas culturas em seus solos de elevada acidez. O principal produto
é a soja, também voltada para 0 mercado externo.

Por fim, a regido Norte é caracterizada por receber, atualmente, as principais frentes de
expansdo, vindas do Nordeste e do Centro-Oeste. A regido do “matopiba” (Maranhao,
Tocantins, Piaui e Bahia), por exemplo, é a area onde a pressao pela expansdo das atividades
agrarias ocorre mais intensamente, o que torna a regido Norte como o futuro centro de
crescimento do agronegdcio brasileiro. As atividades mais praticadas nessa regido ainda sao de
carater extensivo e de baixa tecnologia, com énfase na pecudria primitiva, na soja em expansao
e em outros produtos, que passam a competir com o extrativismo vegetal existente. (PENA, et
al. 2019)

Agora bem, a exploracdo de qualquer atividade agricola que se destina a obtencéo de um
produto requer a utilizacao de insumos, que sdo combinados em quantidade e em qualidade por
guem decide realizar a exploracdo, conforme o conhecimento de tecnologias disponiveis. A
relacdo entre o processo de conversdo de diversos fatores de produgdo (insumos) em
determinado produto caracteriza uma funcdo de producéo, cuja relacdo insumo-produto pode
ser continua ou descontinua (AGUIAR, 2005). Varios fatores referentes ao solo, a planta e a
atmosfera interagem entre si, determinando a produtividade das culturas agricolas. Certamente
existe uma relacdo funcional entre esses fatores e a producdo das culturas, caracteristicas de
cada condicdo ambiental. A resposta das culturas a irrigacdo pode variar em diferentes tipos de
solos, climas e também em decorréncia da quantidade e da frequéncia de aplicacdo de agua. O
efeito da agua na producdo pode ainda interagir com fertilizantes e uma série de outros insumos
(FRIZZONE & ANDRADE JUNIOR, 2005).

O manejo racional dos insumos € imperativo na otimizacdo da producdo agricola
(DELGADO, al.et 2010). A avaliacdo econémica da producdo envolve a quantificacdo da
produtividade em resposta ao total de insumos aplicados. A agua e o0 nitrogénio sao
fundamentais ao desenvolvimento das culturas, e quando sdo correlacionadas a produgéo
obtida, tem-se a funcdo de producao dgua-nitrogénio-cultura ou simplesmente a produgéo agua-
cultura. Mas vamos iniciar comentando o problema que poderiamos chamar de problema
estandar (ou canoénico) da otimizacdo agricola, onde procura-se selecionar as culturas e os
meses de plantio em um perimetro irrigado que proporcionem a maximizagao da receita liquida
e a melhor utilizacdo dos recursos disponiveis.



Para a modelagem matematica e computacional deste problema, sdo necessarios dados
tais como: precos no mercado das culturas consideradas, produtividade média de cada cultura,
custos médios de cada cultura, volume de dgua mensal que cada cultura precisa, volume total
de agua disponivel em cada més do ano e area total irrigavel mensalmente. Pode-se notar que
estas informagdes formam um volume grande de dados, muitas vezes dificil de ser levantados
e que além disso, precisam de ferramentas de outras &reas da matematica, tais como métodos
de regressao da estatistica (ver CARVALHO al. et, 2000, FRIZZONE al. et, 2005).

Outro problema que seré discutido nesta dissertagdo € o chamado problema de calibracéo
ou “inverso de otimizagdo”. Nele, dado um programa linear (PL) associado a produc¢éo agricola
com insumos (&gua e terra) limitados, completamente especificado, exceto os coeficientes da
funcdo objetivo, e um conjunto de solucGes 6timas de problemas de PL associados a producédo
de um conjunto de lotes de plantio em um perimetro irrigado, nessa dissertacdo apresenta-se
um procedimento computacional para determinar os valores dos coeficientes da funcdo objetivo
que n&o foram fornecidos, de tal forma que as condigdes de otimalidade sejam satisfeitas pelo
conjunto de solug6es 6timas dos lotes. O nome de inverso, deve-se a que, neste caso, procura-
se determinar os coeficientes da funcdo objetivo do modelo, ao invés da solucdo 6tima do
problema.

Por ultimo, o terceiro problema de otimizacao agricola que sera tratado nesta dissertacdo
¢ a maximizacdo da producéo e receita liquida com limitacdes dos insumos: dgua e nitrogénio.
Em geral, o problema é encontrar uma solucdo étima da combinacdo insumo-produto, que
maximize a producdo e a receita liquida separadamente, sujeito as restricdes de recursos (ou
insumos) pré-fixadas e a uma estrutura de custos e precos dada. Considerando que no ambiente
dos agronegdcios e das tomadas de decisGes, se faz importante conhecer quantitativamente a
méaxima producdo e maxima receita liquida que gera uma determinada cultura no caso em que
esses insumos sdo limitados, nesta dissertacdo, apresenta-se uma metodologia primal-dual
baseada no método barreira logaritmica para resolver ambos problemas.

11 Objetivo Geral

Utilizar a técnica da dualidade de programacdo linear e programacdo quadréatica
para otimizar a producéo e receita agricola com recursos limitados.

12 Objetivos Especificos

e Modelar matematicamente problemas agricolas de producéo e receita liquida
através da programacao linear e quadratica.

e Desenvolver procedimentos computacionais baseados na dualidade que
permitam a resolucéo de cada problema aqui apresentado.

e Implementar cada procedimento computacional utilizando MATLAB.

e Verificar a eficacia de cada procedimento em comparacao com registros
conhecidos na literatura.



2. REVISAO DE LITERATURA
2.1. Programacéo Linear (PL)

Matematicamente, o termo otimizacdo (programacgdo matematica) é referido a problemas
em que se busca minimizar ou maximizar uma funcéo atraves da escolha sistematica dos valores
de variaveis reais ou inteiras dentro de um conjunto viavel. Na otimizacdo das decisdes temos
que escolher entre as diferentes politicas de producédo a mais eficiente, em relacdo as metas e
condi¢Oes de viabilidade. As decisdes baseadas no julgamento e na intuicdo podem ser
satisfatorias quando o numero de fatores do problema é limitado e suas relacGes sao claras. Mas
em situacOes onde esse nimero cresce € necessaria a utilizacdo de modelos matematicos que
representem ou simulem condicdes reais.

A programacdo linear (PL), subarea da programacdo matematica, € uma das mais
importantes e mais utilizadas técnicas de otimizacdo. A simplicidade do modelo envolvido e a
disponibilidade de uma técnica de solucdo programavel em computador como o Método
Simplex, descrito por Dantzig em 1963, facilitam sua aplicacdo. Esta técnica é amplamente
utilizada, pois possui habilidade para modelar importantes e complexos problemas de deciséo.

A PL, matematicamente falando, é uma técnica de otimizacdo, que visa a maximizacao
ou minimizagdo de uma funcdo linear, chamada de funcédo objetivo, a qual é representada por
uma equacao ou inequacdo linear (ANDRADE, FURST & PARGA, 2010), respeitando-se um
sistema linear de igualdades ou desigualdades que recebem o nome de restricbes do modelo.
Essas restricdes em geral, representam limitac6es dos recursos disponiveis, ou entdo, exigéncias
e condicdes que devem obrigatoriamente ser cumpridas no problema. Tais restricdes do modelo,
determinam uma regido denominada conjunto de soluc@es viaveis e a melhor dessas solucbes
viaveis é aquela que maximiza ou minimiza a funcdo objetivo, chamada de solucdo 6tima do
problema. Matematicamente o problema geral de PL pode ser formulado como segue:

Maximizar (ou Minimizar) cTx
Sujeitoa: Ax<b
x =0

Em que: ¢, x € Rn, A € Rm, p € Rm, Note que o sistema de desigualdades lineares
Ax < b éequivalente a: Ax + z = b, z = 0 (z é denominada variaveis de folgas).
Geometricamente, as restri¢des lineares Ax < b, x = 0 definem um poliedro convexo. Dessa
forma, sendo a funcéo objetivo também linear, todo 6timo local sera automaticamente um étimo
global. Como a funcéo objetivo é linear, entdo a solucdo 6tima pode apenas ocorrer em um
ponto da fronteira do conjunto de solugdes viaveis.

Existem duas situa¢des nas quais uma solucdo 6tima pode nao ser encontrada. Primeiro,
se as restricdes se contradizem, logo, a regido factivel é vazia e ndo pode haver solucdo 6tima,
ja que ndo pode haver solucdo nenhuma. Neste caso, o PL é dito inviavel. Alternativamente, o
poliedro pode ser ilimitado na direcdo da funcédo objetivo neste caso ndo existe solucao étima
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uma vez que soluc@es arbitrariamente grandes da funcao objetivo podem ser construidas, e o
problema ¢ dito ilimitado. Fora estas duas condi¢Ges patoldgicas (que sdo frequentemente
eliminadas por limitacdes dos recursos inerentes ao problema que estd sendo modelado, como
acima), o éptimo é sempre alcancado num vértice do poliedro. Entretanto, o 6timo nem sempre
é Unico: é possivel ter um conjunto de solugdes 6timas cobrindo uma aresta ou face do poliedro,
ou até mesmo o poliedro todo (Esta Gltima situacdo pode ocorrer se a fungdo objetivo for
uniformemente igual a uma constante).

Figura 2: Percorrida do método simplex pelos vértices do poliedro

<]
(S
=

FONTE: favpng (2018)

O algoritmo simplex resolve problemas de PL construindo uma solugdo admissivel no
vértice do poliedro, e entdo percorre os veértices do poliedro que sucessivamente possuem
valores mais altos (ou mais baixos) da funcdo objetivo até encontrar o maximo (ou minimo).
Embora este algoritmo seja bastante eficiente na pratica, e seja garantido de encontrar um
Optimo global se certas condicbes para se evitar ciclos forem assumidas, ele é fraco no pior-
caso: é possivel construir um problema de programacdo linear pratico para o qual o Método
Simplex realiza uma quantidade exponencial de passos em relagdo ao tamanho do problema.
Na verdade, por algum tempo ndo se soube se problemas de programagdo linear eram “NP-
completos” ou tinham solugdo em tempo polinomial.

O primeiro algoritmo de programacdo linear em tempo polinomial no pior caso foi
proposto por Khachiyan em 1979. Foi baseado no método do elipsoide para optimizacéo
convexa. Entretanto, a performance pratica do algoritmo de Khachiyan é desapontaste:
geralmente, o0 Método Simplex é mais eficiente. Sua grande importancia é que ele encoraja a
pesquisa dos Metodos de Pontos Interiores (MPI). Ao contrario do Simplex, que apenas evolui
ao longo de pontos na fronteira da regido factivel, métodos de pontos interiores podem se mover
pelo interior da regiéo factivel.

Em 1984, Karmarkar, prop6s seu método projetivo, que tornou-se o primeiro algoritmo
a apresentar um bom desempenho tanto na teoria como na pratica: seu pior caso de
complexidade é polinomial e os problemas praticos de experiéncia, mostram que ele é
razoavelmente eficiente em comparacdo com Simplex. Desde o0 método de Karmarkar, muitos

6


https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo_simplex
https://pt.wikipedia.org/wiki/Algoritmo
https://pt.wikipedia.org/wiki/NP-completo
https://pt.wikipedia.org/wiki/NP-completo
https://pt.wikipedia.org/wiki/Leonid_Khachiyan
https://pt.wikipedia.org/wiki/1979
https://pt.wikipedia.org/w/index.php?title=M%C3%A9todos_de_pontos_interiores&action=edit&redlink=1
https://pt.wikipedia.org/wiki/1984
https://pt.wikipedia.org/wiki/Narendra_Karmarkar

outros MPI foram propostos e analisados. Um bastante popular é o Método Preditor-Corretor,
cuja atuacdo possui bom desempenho na pratica, ainda que pouco se saiba sobre ele na teoria.
A opinido mais recente entre os estudiosos é que a eficiéncia das boas implementagdes dos
métodos baseados no Simplex e dos Pontos Interiores sao similares na resolucéo de problemas
de PL. A continuagéo o algoritmo Simplex, passo-a-passo na sua forma conceitual.

2.1.1. Algoritmo Simplex

1. Introduzir as variéveis de folga, uma para cada desigualdade;

2. Montar um quadro para os calculos, colocando os coeficientes de todas as variaveis
com 0s respectivos sinais e, na Ultima linha, incluir os coeficientes da funcéo objetivo
transformada;

3. Estabelecer uma solugdo basica inicial, usualmente atribuindo valor zero as variaveis
originais e achando valores positivos para as variaveis de folga;

4. Como proxima varidvel a entrar na base, escolher a variavel ndo bésica que oferece, na
ultima linha, a maior contribuicdo para o aumento da funcédo objetivo (ou seja, tem o
maior valor negativo). Se todas as variaveis que estdo fora da base tiverem coeficientes
nulos ou positivos nesta linha, a solucdo atual é 6tima. Se alguma dessas variaveis tiver
coeficiente nulo, isto significa que ela pode ser introduzida na base sem aumentar o
valor da funcéo objetivo. Isso quer dizer que temos uma solucdo étima, com 0 mesmo
valor da funcéo objetivo.

5. Para escolher a variavel que deve deixar a base, deve-se realizar 0 seguinte
procedimento:

51 Dividir os elementos da ultima coluna pelos correspondentes elementos
positivos da coluna da varidvel que vai entrar na base. Caso ndo haja elemento
nenhum positivo nesta coluna, o processo deve parar, ja que a solucdo seria
ilimitada.

52. O menor quociente indica a equacdo cuja respectiva variavel basica devera ser
anulada, tornando-se variavel ndo basica.

6. Usando operacdes validas com as linhas da matriz, transformar o quadro de célculos de
forma a encontrar a nova solucdo basica. A coluna da nova varidvel basica devera se
tornar um vetor identidade, onde o elemento 1 aparece na linha correspondente a
variavel que esta sendo anulada.

7. Retornar ao passo 4 para iniciar outra iteracdo.

Note que inicialmente, atribui-se valor zero as variaveis, que seria distante da solucao.
Em seguida, incrementa-se pouco a pouco a variavel que tem maior interferéncia positiva no
resultado da funcdo objetivo, ou seja, a que possui 0 maior coeficiente. Esta € chamada de
"variavel ativa" e tem grande importancia inicial pois ¢ a mais “lucrativa” delas, ou seja, a que
mais nos aproxima da otimizagdo. Conforme este valor aumenta, o algoritmo testa todas as
restricdes, até que uma delas ndo seja satisfeita. Esta restricdo recebe o nome de "restricdo
ativa". Neste momento, conhece-se o valor maximo da variavel ativa. O procedimento, entdo,
passa para a proxima variavel que nos aproxima da boa solucdo, sempre levando em
consideracdo o maximo valor que a primeira pdde atingir. A cada mudanca destas, o Simplex
converte todos os coeficientes (inclusive os da funcdo objetivo) de acordo com os limites
encontrados nas sucessivas restri¢des ativas. O procedimento é repetido até que o incremento
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das variaveis se apresente como um decréscimo do total atingido. Isto € identificado com o sinal
negativo a frente dos coeficientes da fungdo objetivo. Ao fim, os valores buscados serdo
conhecidos por meio de um sistema de equacdes, estas oriundas do problema inicial.

2.1.2. Dualidade de PL

Um dos conceitos mais importantes em programacao linear é o de dualidade. Qualquer
problema de PL tem associado um outro problema de PL, chamado de dual. Neste contexto, o
problema original denomina-se de primal. Um dos principais papéis da teoria da dualidade na
PL é a interpretacdo e implementacdo da andlise de sensibilidade, que é uma parte muito
importante de um estudo de PL. Suponha que o problema de PL original ou primal esta dado
por:

Maximizar cTx
Sujeitoa: Ax <b
x =0

Em que: ¢, x € Rn, A € R, p € R™, Entdo o problema dual associado a este PL esta
dado por:

Minimizar bTy
Sujeitoa: ATy >c
y=0

Nesta determinacdo do problema dual, as regras de transformacéo que se aplicaram,
foram as seguintes:
1) A cada variavel do primal se faz corresponder uma restri¢do no dual;
2) A cada restricao do primal se faz corresponder uma variavel do dual;
3) Os coeficientes da funcdo objetivo do primal correspondem aos termos independentes das
restricdes do dual;
4) Os termos independentes das restricdes do primal correspondem aos coeficientes da fungéo
objetivo do dual,
5) A transposta da matriz das restri¢cbes do primal, é a matriz das restricdes do dual;
6) Se o primal for um problema de maximizacdo (minimizacdo) na forma tipica, entdo o
problema dual serd um problema de minimizac¢do (maximizacao) na forma tipica.

Uma propriedade fundamental na teoria primal-dual € que o valor objetivo para qualquer
solucéo viavel do problema primal ndo excede do valor objetivo da funcéo objetivo do dual,
para qualquer solucdo dual viavel. Mais ainda, para qualquer par de problemas duais, a
existéncia de solucdo Optima (finita) para um deles garante a existéncia de solu¢do 6ptima
(finita) para o outro e os respectivos valores das fungdes objetivo sdo iguais. A nogéo de
dualidade permite o estabelecimento de um novo algoritmo para resolver problemas de PL, o
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qual admite lidar com solucdes ndo viaveis, ao contrario do Simplex. Esse algoritmo néo se
propbe, em geral, a ser uma alternativa ao Simplex, mas € adequado para as situacfes em que
alteracdes nos modelos originais pdem em risco a viabilidade de uma solucdo Otima ja
conhecida, ou entdo no caso em que é conhecida facilmente uma solucéo 6tima do PL, mesmo
que essa ndo seja primal vidvel (mas dual viavel). Por exemplo, a solu¢do nula para um
problema de minimizagdo com restricdes de ndo-negatividade e com coeficientes da funcao
objetivo positivos. Esse algoritmo, por manipular solugdes invidveis, pode se mostrar mais
eficiente que a aplicagdo do Simplex.

A continuagédo descrevemos um algoritmo polinomial (tipo ponto interior) que resolve
simultaneamente o problema primal e o problema dual, utilizando a barreira logaritmica.
Considere o par de problemas primal-dual dado por:

(P) Minimizar cTx (D) Minimizar bTv
Sujeitoa: Ax =b Sujeitoa: ATv+u=c
x=0 u=0

Onde A é uma matriz mxn, e sem perda de generalidade, suponhaque o postode 4 ém < n,
e v, u sdo os conhecidos na literatura como os multiplicadores de Lagrange associados com as
restricdes de igualdades e desigualdades de (P), respectivamente. Suponha que o problema (P)
tem uma solucdo 6tima x*, e sejam u* e v* 0s correspondentes multiplicadores de Lagrange
otimos. Denotando com w a tripla (x, u, v), temos que w* = (x*, v*, u*) satisfaz as condi¢Ges
de otimalidade Karuhs-Kuhn-Tucker (KKT-ver BAZARAA, et al., 1979) para o problema(P):

Ax=b 1)
Alv+u=c )
ulx =0 (3)
x,u=0
v —irrestrita

Agora suponha que existe um w= (X, wv) que satisfaz (1) e (2), com x, u > 0, e
consideremos o seguinte problema funcao barreira baseado na fungéo barreira logaritmica de
Frisch (ver BAZARAA, et al., 1979):

(PBL) Minimizar f(x) = c"x — p Y7 Ln(x))

Sujeitoa: Ax =b

x >0



u > 0 . O nome barreira logaritmico deve-se ao fato de que a funcéo logaritmo obriga o
procedimento a gerar pontos interiores afastados da fronteira do conjunto de solucGes viaveis.
Note que f(x) é uma funcéo estritamente convexa, e como o conjunto de solugdes viaveis é um
conjunto convexo, entdo existe uma unica solucdo 6tima do (PBL), satisfazendo as condicdes
KKT (Karuhs-Kuhn-Tucker), (1), (2) e:

XUe=peouu = uX-le (4)
Em que: X = diag(x1, x2, ... xn); U = diad(u1, uz, ... un); e7(1,1, ....1).

Conceitualmente o algoritmo funciona da seguinte maneira: fixado um parametro u >
0, em cada iteracdo, e utilizando o método de Newton, resolve-se o sistema de equacgdes ndo
linear: (1)-(2)-(4). Seguidamente se faz um decréscimo de u, e 0 processo € repetido até que
um critério de parada seja satisfeito (ver CARVALHO, et al., 2009). Ao final, obtém-se uma
solucdo 6tima primal-dual aproximada em tempo polinomial. E bem conhecido na literatura,
gue as metodologias primal-dual tem bom comportamento computacional.

2. 2. Programacao Quadratica (PQ)

O nosso interesse em problemas de PQ se deve a mesma razdo que no caso da
programacdo linear: eles aparecem como subproblemas em varios métodos para problemas de
otimizacdo mais gerais, em particular na otimizacdo agricola. Como no caso linear, no caso
cdncavo da programacdo quadratica, existem algoritmos com convergéncia finita. Problemas
de PQ com concavidade podem ser resolvidos por varios algoritmos com convergéncia
assintética. Um exemplo sdo os métodos de pontos interiores.

Consideremos o problema de programacao de programacao quadratica:

(PQ) Minimizar f(x)
Sujeitoa: Ax <b

Onde f: R" > R, f(x) = ! xTQx + cTx, Q € Rnxn é uma matriz quadrada, simétrica e
2

definida positiva, A € Rm™n b € Rm ¢ € Rm O formato das restricbes ndo reduz a
generalidade, ja que quaisquer restricdes lineares podem ser transformadas nesta forma.
Supondo que o conjunto de solugGes vidveis é ndo vazio, 0 PQ tem uma Unica solucdo, ja que
a fungdo objetivo do problema é estritamente convexa no conjunto de solugdes vidveis que é
um conjunto convexo. O problema dual associado a PQ é maximizar 6(w) para u = 0 onde

0(u) = inf {%xT Qx + cTx + u"(Ax — b): x € Rn} (1)

Note que dado u, a fungédo 1§cTQx + cTx + uT(Ax — b) é convexa, e assim que uma

condicdo necesséria e suficiente para um minimo é que o gradiente seja zero, isto €:
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OQx+ATu+c=0 2
Desta maneira que o problema dual pode ser escrito como:
Maximizar %J&r Qx+ c"x +u"(Ax — b)
Qx + ATu=—c
uz=0
Agora de (2), cTx + uTAx = —xTQx e assim que o problema dual pode ser escrito como:
1
Maximizar — > X Qx — bTu

Sujeitoa: Qx+ ATu= —c
u=0
Também como existe Q—1, entdo a solucdo Unica de (2) esta dada por:
x =—=Q1(c+ ATw)
Substituindo em (1), temos que:
6(u) :%uTDu +uld — %CT Q7 'c,onde D =-AQ-1ATed=—-b— AQ-c

Assim entdo que o problema dual associado a PQ se resume a:
1 1
Maximizar — 2 U Du+urd— 5 & Q1

Sujeitoa: u=0

Note que resumidamente a funcdo objetivo do problema é estritamente concava no
quadrante ndo-negativo e, portanto, resulta em um problema facil de ser resolvido. O que parece
mais pratico, para resolver este problema seria 0 conhecido método do gradiente conjugado.
Tal método foi criado visando a resolucdo de problemas lineares iterativamente. Considerando
as matrizes de coeficientes simétricos definidas positivamente, o método converge em um
numero finito de iteracdes. Contudo, quando se trata de matrizes ndo-simétricas o0 método nédo
converge da mesma maneira. Cada nova direcdo do gradiente conjugado € uma combinacgéo
linear de residuo corrente com a direcdo anterior. O gradiente conjugado é o método das
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direcdes conjugadas que consiste na selecdo de sucessivos vetores direcdo como uma versao
conjugada dos sucessivos gradientes encontrados ao longo do processo de solu¢do. O método
do gradiente conjugado, consiste em um método iterativo de busca do minimo local da funcéo.
Desta forma, geram-se aproximacdes para a solucdo e, em cada iteracdo do método, dois
produtos internos séo realizados para que se calculem dois escalares definidos de forma que a
sequéncia obedeca a condicdes de ortogonalidade (BAZARAA al.et, 1979).
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CAPITULO 3

GERACAO DE ESQUEMAS OTIMOS DE PRODUCAO E COMERCIALIZACAO DE
INSUMOS AGRICOLAS

3.1. Introducéo

Na otimizacdo das decisdes agricolas, temos que escolher entre as diferentes politicas de
producdo a mais eficiente em relacdo as metas e condicdes de viabilidade. As decisdes baseadas
no julgamento e na intuicdo podem ser satisfatdrias quando o numero de fatores do problema é
limitado e suas relacdes sdo claras. Mas em situacGes onde esse nUmero cresce € necessaria a
utilizacdo de modelos matematicos que representem ou simulem condicGes reais.

A otimizacdo agricola (OA) representa a classe de problemas ligados a situacfes
agricolas, tais como: maximizacdo da producdo e receita liquida de culturas agricolas
(FRIZZONE et, al. 2005, CARVALHO et, al. 2000, CARVALHO et, al. 2009, DELGADO et,
al. 2014) rotagéo de culturas (SANTOS et, al. 2007, GALDINO et. al. 2019, ALFANDARIA
et, al. 2015), manejo da movimentacdo animal em um perimetro agropecuario (VENTURA et,
al. 2019), alocacdo de recursos agricolas (SILVA et, al. 1998), controle étimo de irrigacdo
(DELGADO et, al. 2010), entre outros; e que podem, em geral, ser modelados como um
problema de programa matematica (PPM).

Na otimizacdo agricola contemporanea o problema desafiador é como irrigar para
maximizar o lucro. Em geral, ao produtor agricola Ihe interessa a determinacdo de um padrao
de cultivo 6timo das culturas disponiveis, de tal maneira que a receita liquida seja méaxima
guando é feita uma racionalizacdo da agua e da terra (problema primal). Além disso, lhe
interessa saber qual € a taxa de mudanca na receita liquida quando € feita uma variagdo nos
volumes de agua disponiveis e nas areas irrigaveis por més, ou seja, qual € o esquema 6timo da
comercializa¢do dos insumos. (problema dual).

Uma classe de métodos de otimiza¢do muito explorada nos dias de hoje é denominada de
pontos interiores. Os métodos de pontos interiores (MPI) tém sido amplamente investigados e
utilizados principalmente na resolugédo de problemas de programacédo linear (PPL) e, mais
recentemente, em problemas de programacdo quadratica e ndo-linear, com bom desempenho
em problemas de grande porte.

O objetivo central deste capitulo é apresentar um procedimento conceitual e
computacional, tipo pontos interiores primal-dual, que permita selecionar as culturas e meses
de plantio que proporcionem a maximizagdo da receita liquida do agricultor, assim como a
determinacdo dos precos dos insumos (agua e terra irrigavel) de modo de fornecer a oferta
minima para que se aceite um acréscimo deles.

3.2. Material e Métodos
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No planejamento agricola com limitacbes de agua e terra, procura-se selecionar as
culturas e os meses de plantio em um perimetro irrigado que proporcionem a maximizacao da
receita liquida e a melhor utilizagdo dos recursos disponiveis. O problema é determinar um
padrdo de cultivo étimo das culturas de tal maneira que a receita liquida seja maxima quando é
feita uma racionalizagdo dos recursos. Esquematicamente, 0 modelo de programacao linear para
representar o problema anterior, pode ser equacionado como segue:

Maximizar RL (x) = Y™ »12 (piTi — ci)Xij = 2™ y1z TijXij 1)
i=1 j=1 i=14j=1

SUJe'tO a: Z:ll vijxij < 177 J = 1, ...... ,12 (2)
Zin:ll Xijj < 9 ] =1, ... ,12 (3)
x=(xij = 0) i=1,m;j=1, ... 12 4)
Em que:
i — indice referente as culturas agricolas, i =1, .....,m

j — indice referente ao més do ano, j =1, ... 12

pij — prec¢o da culturai no més j (R$ kg—1ha-1).

Ti — produtividade média da cultura i (kg).

ci — média dos custos médios da cultura i incluindo a tarifa de 4gua para irrigagdo (R$ ha-1).
rij = piti — ¢i — receita liquida marginal (R$ ha=1).

vij — volume de &gua utilizado com a cultura i durante 0 més j (m3 ha-1).

xij — area cultivada com a cultura i no més j (ha).

vj — volume de &gua disponivel no més j (m3).

aj — area total disponivel no més j (ha).

A equacdo (1) representa a fungédo objetivo a ser maximizada e as equacdes (2)-(3)-(4)
correspondem as restricGes de volume de agua e area, respectivamente. Adiante, esse PPL sera
chamado de problema primal (PPL-primal). Vale destacar que para o produtor agricola, além
da solucdo 6tima do problema primal é importante saber qual é a taxa de mudanca na receita
liquida quando é feita uma variacdao nos volumes de dgua disponiveis e nas areas irrigaveis por
més, ou seja, qual é o esquema 6timo da comercializacdo dos insumos (agua e terra). Esta
informagcdo interessa também ao modelo PPL que determina os pre¢os destes insumos, de modo
a fornecer a oferta minima para que se aceite um acréscimo de dgua e/ou de terra. Neste caso,
deseja-se 0 menor valor total de producéo se € aumentado em uma unidade (m3) o volume total
de agua disponivel e em um hectare a area irrigada. Matematicamente, procura-se uma solucéo
6tima do PPL conhecido como problema dual (PPL—dual) associado ao problema primal:

Minimizar f(u, ) = ¥2_; v+ X', a5 (5)
Sujeitoa: vyju; + G =ry;  i=1,....,m; j=1,..12 (6)
u, ;=0 j=1,.12 @)

Em que:

u;j— preco de uma unidade do volume total de agua disponivel no més j (R$ m—3).
{; — preco de um hectare de terra do perimetro irrigado (ou de arrendamento de um hectare de
terra). (R$ ha=1).
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E possivel observar que as restri¢des (6) indicam que para cada cultura e més do ano, o
volume de agua consumido pela cultura i no més j multiplicado pelo o preco de uma unidade
do volume total de agua, mais o prego do arrendamento de um hectare de terra irrigada, deve
ser maior ou igual a receita liquida marginal r; = piti — ci. Sendo ndo se estaria fazendo o
melhor uso possivel dos recursos disponiveis. Entre as vantagens das solu¢@es duais destacam-
se as possibilidades de fornecer informacgdes econdmicas sobre a utilizacdo de recursos, como
por exemplo, auxiliar na tomada de deciséo para a aquisi¢do de recursos adicionais.

A estratégia que apresentamos a continuagdo para resolver os problemas primal e dual,
segue o conhecido método funcdo barreira (FIACCO & CORMICK, 1968, BAZARAA et, al.
1979). Resumidamente, associa-se ao problema restrito dual (5)-(6)-(7) uma sequéncia de
problemas irrestritos (simples de resolver) cujas solugdes 6timas convergem a uma solucdo
Otima do problema dual. Essa associagdo € feita com a integracao das restricbes do problema
dual na funcéo objetivo utilizando um parametro de penalidade e uma barreira logaritmica que
penaliza o ndo cumprimento das restricdes duais. A abordagem metodoldgica escolhida baseou-
se na procura de um procedimento computacional que se resolve os problemas primal e dual
utilizando uma técnica diferente ao SIMPLEX e de facil implementacdo computacional.

E conhecido que o problema barreira logaritmica associada ao problema (5)-(6)-(7) para
cada u > 0, estd dado por:

Minimizar  ¢u(u,{,z) =f(w, ) —uB(u, {,2) (8)
Sujeito a: vijw; + {j — zij = 1ij i=1,...mj=1,..12 9)
Em que: z representa as variaveis de folgas associadas a cada restri¢cdo do problema dual e

m 12 12 12
B(u,{,z) = 21 12 1Ln(Zij) +22 1LTl(’LLj) +20 1Ln((j)
- - = j=

J

Note que na realidade, (8)-(9) representa uma familia de problemas irrestritos nédo-
lineares para cada u > 0; mais ainda, 0 minimo de cada (8)-(9) é alcancado em um ponto
interior da regido de viabilidade do dual e quando ¢ tende a zero, o ponto interior se movimenta
a um ponto proximo da solucdo 6tima do problema dual. O conjunto de solucdes 6timas dos
problemas barreira logaritmica em funcédo de u resulta em uma curva (ou trajetéria) contida no
interior do conjunto de viabilidade de (5)-(7) conhecida como trajetdria central. Utilizando o
operador Lagrangeano (BAZARAA et, al. 1979) definido por:

12

L#(ul (, le) = ¢H(u; {,Z) _Z _=1Z 1Xij gij(u, (!Z)

j=
Em que: xi; esta representando os multiplicadores de Lagrange sé para manter a relacéo

notacional entre os problemas primal e dual em relagéo ao sistema de otimalidade e

gii = vijwj + {j — zij — rij; resolve-se (8)-(9) para cada u > 0, resolvendo o programa nao-

linear irrestrito:

Minimizar Lu(u, {, %, z) = $u(w, {, 2) — ™y X241 x5 gij(w, §, 2) (10)

Agora, as condicdes de otimalidade de primeira ordem de (10) ficam definidas pelo
sistema de equacdes ndo-lineares:
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Ay =" =¥m v x =0 j=1,...12 (10.2)
. j i=1 i ij

auj J y

du_, —"=Fm x =0 j=1,...,12 (10.2)

a¢; Jo i=1 i

Ou__ u+{ —z —r =0 i=1,...,m j=1,...,12  (10.3)

oxy CUJ d U

Oy _ _# +x =0 i=1,...m; j=1,...,12 (10.4)

6zi]- Zij Y

Definindon; = uﬁ >0ey = ‘;_> 0, o sistema anterior pode ser escrito como:
j j

Y vixij+nj—vj=0 j=1,...,12 (12)
Y xi+yi—a=0 j=1,...,12 (12)
viuj +{; —zij —rij= 0 i=1,...m j=1,...,12 (13)
xijzij—u =0 i=1...mj=1,...,12 (14)

Xij , Zij, Wj, ¢j >0

O sistema (11)-(14) esta composto por 24(m+1) equacdes lineares e ndo-lineares e 24(m+1)
variaveis. De forma matricial, o sistema pode ser escrito como:

Ax+w—b =0
ATy —z—1r =0
XZeizm — pueizm =0
Em que:

A= (V1 Vm) € uma matriz 24x12m, onde = diag¢ ,v , v ),parai=
]12 [12 i i1 i2 i12

1, ..., m e 12 é amatriz identidade 12x12. Suponha que existem pelo menos duas colunas i e k

de A tal que vij # wvkj, paratodoj = 1, ... ,12; isto é, o volume de &gua necessario para o

desenvolvimento da cultura i € diferente do volume necessario para o desenvolvimento da

cultura k durante qualquer més do ano. Com esta suposi¢do A tem posto completo. Também

em (15) - (17):

x = (X11, X12, ... X112, X21, X22, «e. X212, «n - - Xm1, Xm2, ... Xm12)T € R12m,
w=My,n2 ...012,Y1, Y2 ... Y12)T € R%4

b= (v, v ...,v12,a1az ....,a12)T € R24,

y = (uy, uz, ... u12, {1, {2, ... {12)T € R4,
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z = (211, Z12, ... Z112, Z21, Z22, «un Z212, wur « « Zm1, Zm2, ... Zm12)T € R12m,

r=(r11, 712, ... 7112, 721, 722, ... 7212, wee . . Y'm1, Tm2, ... Tm12)T € R12m,
X =diag(x11, X12, ... X112, X21, X22, .. X212, «v - . Xm1, Xm2, ... Xm12) € R12mx12m
Z =diag(z11, 212, ... Z112, 221, Z22, ... Z212, «er + . Zm1, Zm2, ... Zm12) € R12mx12m,

e24=(1, .....1) € R?*, e12m = (1, ... 1) € R12m,

O sistema anterior pode ser resolvido utilizando o método de Newton-Raphson. Para
facilitar o calculo da direcdo dentro do método, acrescentamos a restricdo trivialmente
cumprida: YWez4 — peza = 0, onde:Y = diag(u1, uz, .... u1z, {1, {2, ... {12) € R24x24 W =
diag(n1, n2, ... . 12, Y1, Y2, ... . Y12) € R2424 Consideremos entéo o sistema:

Ax+w—-Db =0 (15)
ATy —z—r =20 (16)
XZeizm — peizm = 0 (17)
YWez24 — pezs =0 (18)

Conceitualmente o procedimento aqui proposto funciona da seguinte maneira: suponha
que (x, y, w, z) é um ponto inviavel primal-dual, estritamente positivo e ¢ > 0. O método gera
iterativamente a chamada direcdo de Newton (Ax, Ay, Aw, Az) tal que o ponto (x + Ax,y +
Ay, w + Aw, z + Az) satisfaz o sistema (15)-(18); isto €, procura-se um vetor (Ax, Ay, Aw,Az)
tal que:

AAx + Aw =p (18)
ATAy — Az =0 (19)
YAw + WAy = fiw (20)
XAz + ZAx = fx (21)

Em que os vetores:

p=Db—Ax —w;0 =1 — ATy + Z; fxz = pueizm — XZeizm, fyw = pezs — YWe24530 03
chamados: residuo primal, residuo dual e folgas complementérias respectivamente. A solucao
Unica do sistema anterior se segue do fato de que A tem posto completo. Manipulando a
primeira equagao do sistema, obtemos que:

De (18): Aw = p — AAx e de (19): Az = ATAy — o. Substituindo em (20) e (21) temos que:
Y(p — AAx) + WAy = f,, e X(ATAy — 0) + ZAx = f, 0u:

—YAAx + WAy = fyow — Yp (22)
ZAx + XATAy = fxz + Xo (23)

De (23): Ax + Z-1XATAy = Z-1(fxz + Xo) eassimque: Ax = Z-(fxz + Xo — XATAy).
Substituindo em (22): —YAZ~1(fxz + Xo — XATAy) + WAy = fyw — Yp, portanto:
17



(AZ-1XAT + Y-W)Ay = Y-1(fow — Yp) + AZ-Y(frz + X0) (24)
Resolvendo (24) obtemos Ay e finalmente podemos obter:
Ax = Z71(fxz + Xo — XATAy)
Az=ATAy — o
Aw =p — AAx

O procedimento conceitual para resolver simultaneamente os problemas primal e dual,
pode ser resumido da seguinte maneira: Dado um ponto invidvel primal-dual, mas estritamente
positivo (x, y, w, z) e um parametro u > 0, em cada iteracdo calculamos a direcdo Newton
(Ax, Ay, Aw, Az) que satisfaz (21)-(24) e um tamanho de passo apropriado (8) para manter as
variaveis estritamente positivas. Seguidamente determinamos o novo iterado; x = x + 6Ax,
y=y+ 60Ay,w = w + 0Aw,z = z + 6Az. O procedimento finaliza quando a folga de
dualidade e a inviabilidade primal e dual sejam menores que uma tolerancia prefixada.

3.3. Procedimento Computacional

A continuacdo o procedimento primal-dual em pseudocodigo, pronto para ser
implementado em uma plataforma computacional tipo Matlab, com os respectivos dados
escolhidos pelo usuério. Inicialmente devem ser conhecidos: os precos de cada cultura em cada
més do ano (R$ kg—1), a produtividade média de cada cultura (kg kg—1), o custo médio de
cada cultura, considerando a tarifa de agua para irrigagdo (R$ ha-1), o volume de agua
utilizado por cada cultura, durante cada més (m3 ha-1), o volume de &gua disponivel em cada
més (m3), a area total disponivel a cada més (ha) e uma solugdo inicial estritamente positiva,
ndo necessariamente viavel, (xo, yo, wo, zo) € R24(m+2),

Seguidamente devem ser montadas a matriz A e a matrizes diagonais V. Fazendo agora:
U = Ho, X = X0, Y = Yo, W = Wo, X = X0, Z = Zo, € calculando as matrizes diagonais: X =
diag(x) ,Y = diag(y), W = diag(w) e Z = diag(z), é possivel conhecer o “gap” ou brecha
de viabilidade primal da solug&o inicial (p = b — Ax — w), a brecha de viabilidade dual (o =
r — ATy + z), 0 gap primal das folgas complementares (fxz = peizm — XZeiam) € 0 gap dual
das folgas complementares (fyw = pe24 — YWe24). Finalmente, enquanto o Maximo
{lell, Nallllfz=l, NIfswll} > &, para € €(0,1); isto &, o iterado atual ainda ndo satisfaz
proximamente o sistema dado por (15)-(18), calcula-se uma direcdo Newton-Raphson, um
tamanho de passo (6), e um novo ponto (x, y, w, z) € gerado iterativamente. A cada iteragéo,
0S pardmetros p, p, o, fxz, fyw S&0 atualizados. A continuagdo o modelo computacional do
procedimento prima-dual desejado.

PROCEDIMENTO
DADOS: Pij Ty, Ci, Vij, V), =0, ¢ f E(O,l), Uo > 0, xp € R12m Yo € R24, Wg € R24, Zp €
+F ++ ++

R12m.

FAZER v v

r=p T-c,A=C" 77 ™, emque €= diagt ,v, v )
ij i Iy .. Ip i il o2 i12

parai=1, .., me [12 € a matriz identidade 12x12.
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SEJAM
b= (v, v ....,v12,a1,Qz ..., a12)T € R24,
X = (X11, X12, ... X112, X21, X22, w10 X212, wov .« Xml, Xm2, ... Xm12)T € R12m, |

y = (ui, uz, ....u12,¢1, {2, ... {12)T € R},

n=">0ey=">0,paracadaj=1,2,...12,

w=M1,n2 ....012,¥1, Y2, ... y12)T € R?4
zij =vijuj +{; —ry,paracada i=1, ...... m, j=12,...12,
z = (211, 212, ... Z112, Z21, Z22, «.. Z212, e - - Zm1, Zm2, ... Zm12)T € R12m
X =diag(x),Y =diag(y), W =diag(w), Z = diag(2),
e24=(1,.....1) ER?**, e1zm= (1, ... 1) € R1?2m,
FAZER
U= Wo, X =Xx0,Y =Y0, W= Wo, X = X0, Z= 20
FAZER
p=b—Ax—wEeR g=r—ATy + z € R12"; fy, = ueizm — XZeizm € R12m; f,, =

ue2s — YWe2s € R%4

ENQUANTO  Maximo {lIpll, llallllfxIl, [Ifwll} > &
RESOLVER (AZ-1XAT 4+ Y=-1W)Ay = Y-1(fyw — Yp) + AZ-1(fxz + X0)

FAZER
Ax = Z_l(fxz + Xo — XATAy)

Az=ATAy — ¢
Aw =p — AAx
ACHAR
lxll wll Iyl izl
6 = Min {7 Tawll ' Tayl ozl
FAZER

x=x+0.9990Ax,y=y+ 09990 Ay, w=w+ 0.999 0 Aw, z=z + 0.999 6 Az
FAZER u = &ue CALCULAR p, 0, fxz, fyw.

3.4. Resultados e Discussao
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O ensaio numérico realizado para determinar o qudo bem formulado esta o problema
considerado, assim como qudo eficiente é o algoritmo proposto para
resolver tal problema, utilizou dados do perimetro irrigado do Gorutuba, localizado no
municipio de Nova Porteirinha, Norte do estado de Minas Gerais, descritos em CARVALHO
al.et, 2000. O perimetro esta formado por nove lotes e foram considerado os plantios de quatro
culturas anuais: abdbora, feijao, milho, quiabo; e quatro culturas perenes: banana prata, banana
nanica, limdo e manga. A Tabela 1 representa os precgos, produtividade média e custos das
culturas anuais e perenes.

Tabela 1: Preco dos produtos agricolas (R$ - kg—1), produtividade média (R$ - kg—1) e custos

médios de producdo (R$ - ha—1) para as culturas consideradas.

Abobora Feijdo Milho Quiabo | Banana Prata |Banana Nanicg Limdo | Manga
Més Preco dos Produtos (R$ - kg—1)
Jan 0,662 0,401 0,084| 0,307
Fev 0,500 0,180 | 0,400 0,484 0,085| 0,188
Mar 0,154 0,375 0,158| 0,180
Abr 0,750 0,148 0,404 0,126| 0,180
Mai 0,831 0,156 0,431 0,091| 0,364
Jun 0,830 0,601 0,090
Jul 0,829 0,161 0,592 0,092
Ago 0,756 0,164 | 0,455 0,413 0,219| 0,402 1,00
Set 0,315 0,182| 0,751
Out 0,818 0,214 0,269| 0,751
Nov | 0,200 0,752 0,156 0,215 0,158| 0,384 0,294
Dez 0,198 0,092| 0,429 | 0,219
Produtividade (kg - ha-1)
18,000 {1,800 5,500 | 15,000 26,000 44,000 22,000 | 18,000
Custo de Producédo (R$ - ha-1)
2674,20 965,00 651,50 3611,50 1951,5 2676,5 996,40 | 1615,90
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O volume de agua necessario para irrigacdo dessas culturas foi estimado considerando-
se o fornecimento rotativo de 4gua, em funcdo da demanda evapotranspirométrica local, do tipo
de solo e época de plantio para cada cultura (ver CARVALHO al.et, 2000). O volume de &gua
disponivel para cada més e a area irrigavel de cada lote do perimetro é mostrado na Tabela 2.
Tabela 2: Volumes mensais de 4gua (v;) em 1000m3 e area irrigavel (a;) em ha para os lotes
considerados.

Lotes A B C D E F G H |
Més Volumes Mensais (1000m3)
Jan 53,10 11,09 12,35 | 5,15 5,29 6,35 | 13,36 6,55 12,35
Fev 85,82 17,42 8,86 | 17,93 | 891 9,34 | 17,82 7,88 17,82
Mar 59,80 11,09 574 | 11,38 | 0581 | 574 | 12,17 3,92 11,48
Abr 60,26 14,26 7,06 7,16 7,06 7,06 | 14,11 6,88 14,44
Mai 88,02 17,42 8,78 | 878 | 17,68 | 8,78 | 17,93 8,68 15,92
Jun 75,29 15,84 1584 | 7,92 | 810 | 7,92 | 9,70 8,10 13,08
Jul 71,14 15,84 15,84 | 7,92 8,35 8,35 | 15,60 7,85 14,19
Ago 81,00 16,63 7,92 7,87 8,30 8,30 | 14,61 9,11 14,95
Set 76,32 16,42 7,35 7,49 7,49 7,49 | 14,98 8,93 13,33
Out 52,81 12,10 10,62 | 518 | 2,66 | 531 | 10,26 6,55 8,32
Nov | 19,08 4,32 39 | 1,98 | 180 | 199 | 3,96 2,59 2,31
Dez 18,00 6,05 454 | 227 | 195 | 295 | 529 2,23 2,89
Area (ha)
38,00 11,00 8,46 3,51 5,94 2,95 8,16 5,90 7,97
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Para evitar a ocupacdo excessiva de area de determinadas culturas, restringimos a area
das culturas anuais em: 1,65; 1,82; 2,83 e 0,20% na area cultivada imposta as culturas abobora,
feijdo, milho e quiabo, respectivamente a fim de refletir as condicOes reais de plantio do perimetro.
Na Tabela 3 sdo apresentadas as areas a serem cultivadas para cada cultura, entre as varias
épocas de plantio, para todos os lotes considerados.

Tabela 3: Areas possiveis de serem irrigadas xi; (ha), resultantes do problema primal, para:
todos os lotes estudados, com restri¢cBes de area cultivada nas culturas anuais.

Culturas * A B C D E F G H |
Abaobora (6) | 0,627 0,1815 |0,139 0 0,026 | 0,048 | O 0,09 0,131
Feijao (1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Feijéo (2) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Feijéo (3) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Feijéo (4) 0 0,200 0,153 0 0,108 | 0,053 | O 0,107 0,145
Feijéo (5) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Feijao (7) | 0,6916 0 0 0 0 0 0 0 0
Feijéo (8) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Feijdo (10) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Feijao (11) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Milho (1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Milho (3) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Milho (4) 0 0,311 0,239 0 0,168 | 0,083 | O 0,166 0,225
Milho (7) 1,075 0 0 0 0 0 0 0 0
Milho (10) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Milho (11) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Milho (12) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Quiabo (4) 0 0,022 0,016 0 0,011 |0,0059| O 0,011 | 0,0015
Quiabo (1) | 0,076 0 0 0 0 0 0 0 0
Banana P. | 22,138 6,198 1,165 351 | 4,06 199 | 8,16 | 0,593 6,47
Banana N. 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Manga 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Limao

4,537

3,062

4,144 0

0,747

0,585

0

3,70

0

Area Irrigavel

38,00

11,00

8,46 3,51

5,94

2,95

8,16

5,90

7,97

(*) os nimeros entre paréntesis apds 0s homes das culturas representam os meses de plantio

das culturas anuais.

Com relagdo as culturas anuais, o plantio do feijao e do milho pode ser recomendado nos
meses de abril e julho e, para o quiabo e a ablbora, &reas de plantios praticamente
desconsideraveis (salvo o lote A) foram obtidas em raz&o da pequena percentagem de ocupacgao,
citada anteriormente. A cultura de abdbora é recomendavel em todos os lotes durante 0 més de

junho, salvo nos lotes D e G. Na Tabela 4 sdo apresentados os resultados duais correspondentes

a variacao da taxa da receita liquida quando se incrementa em uma unidade o volume de agua

disponivel e em um hectare a area irrigada no respectivo lote.

Tabela 4: Variacdo de precos dos insumos agua u; (R$ - m3) e terra {; (R$ - ha—1)

Pregos A B C D E F G H I
ul 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Uy 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Uz 0 450 | 4.61 0 4,87 2,62 0 4,93 0
Uy 2,614 0 0 0 0 0 0 0 0
Us 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ug 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Uy 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ug 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Ug 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Uqp 0 0 0 0 0,835 0 0 0 0
Uqq 0,597 | 1,76 | 1,03 0 0,147 0,57 0 1,9 | 1,83
U, 0 0 0 0 0 0 0 0 0
{1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
¢ 0 0 0 0 0 0 0 0 0
{3 0 0 0 314,4 0 0 31230 O 0
{a 0 0 0 147,33 0 0 147,61 0 0
(s 0 0 0 1,73 0 0 1,26 0 0
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G 0 0 0 312,98 0 0 311,73 0 0
{7 0 0 0 2621,84 0 0 2620,31| O 0
(s 0 0 0 0 0 0 0 0 0
{o 0 0 0 0 0 0 0 0 0
C10 0 0 0 314,8 0 0 312,94 0 0
{11 0 0 0 0 0 0 0 0 0
{12 0 0 0 2852,65 0 0 2850,54| 0 0

Da Tabela 4, pode-se observar que nédo existe variacdo de renda ao incrementar uma
unidade de insumo terra nos lotes A, B, C, E, F, H e I. O maior custo de producdo pelo aumento
de uma unidade do insumo terra é alcancado no lote D no més de dezembro (R$ 2.852,65).
Também néo foi observada a variacdo de receita liquida no més de janeiro e fevereiro, nos lotes
D e G. Os meses de marco e novembro continuam sendo 0s meses, para todos os lotes (salvo
os lotes D e G), em que se tem custos ligeiramente aumentados pelo incremento de unidade de
volume de agua. Finalmente, na Tabela 5, sdo apresentadas as rendas liquidas obtidas para cada lote.

Tabela 5: Rendas liquidas obtidas para cada lote do perimetro irrigado do Gorutuba.

LOTES Receitas Liquidas (R$ 1.000,00)

A 16.9936,79
B 57.963,69
C 30.883,26
D 2.3045,71
E 3.029,93

F 16.281,42
G 53.502,59
H 24.614,83
I 42.648,61
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CAPITULO 4

CALIBRACAO DE OBJETIVOS NA OTIMIZACAO DA PRODUCAO
AGRICOLA COM RECURSOS LIMITADOS

4.1. Introducéo

Estimar receitas liquidas agricolas 6timas com insumos (ou recursos) limitados é um
problema importante na tomada de decisdes no agronegécio. A otimizacao da rentabilidade
constitui um dos principais objetivos da empresa agricola brasileira e esta associada ao uso
racional dos recursos disponiveis no processo de producdo de forma a se obterem os mais altos
niveis de rendimento econémico. A agua e a terra sdo fatores preponderantes para o éxito da
agricultura e seu manejo racional é imperativo na otimizacdo da producdo agricola
(DELGADO, et al., 2010). Em um planejamento 6timo da producdo agricola com recursos
(Agua e terra) limitados, procura-se selecionar as culturas e os meses de plantio que
proporcionem a maximizagao da receita liquida e a melhor utilizacdo dos recursos disponiveis
(FRIZZONE, et al., 2005).

Nas decisdes, temos que escolher entre as diferentes politicas de producdo, a mais
eficiente em relacdo as metas e condi¢des de viabilidade. As decisdes baseadas no julgamento
e a intuicdo podem ser satisfatdrias quando o nimero de fatores do problema é limitado e suas
relacfes sdo claras, mas em situacdes em que esse numero cresce faz-se necessario a utilizacao
de modelos matematicos, os quais permitem representar alternativas ou simular condicdes reais.

A Programacdo Linear (PL) na Programacdo Matematica (BAZARAA et al., 1979)
representa um dos modelos mais apropriados para resolver o problema fundamental da alocagéo
6tima de recursos, visando encontrar a melhor distribuicdo e médias de producéo disponiveis
(FRIZZONE et al., 1997). O planejamento irracional das condicOes de &rea irrigada e o0 uso dos
recursos justifica a utilizacdo de técnicas de PL na procura da lucratividade das areas irrigadas.
Em geral, procura-se construir um modelo de PL que possa selecionar as culturas a ser
desenvolvidas e quanto de cada cultura deve ser plantada.

Nesse capitulo procura-se desenvolver e implementar um procedimento computacional
que permita resolver o seguinte “problema inverso de otimizag¢do”: dado um PL associado a
producéo agricola com insumos (agua e terra) limitados, completamente especificado, exceto
os coeficientes da fungdo objetivo, e um conjunto de solucdes 6timas dos problemas de PL
associados a producdo de um conjunto de lotes de plantio, a meta € determinar os valores dos
coeficientes da fungdo objetivo que ndo foram fornecidos, de tal forma que as condicdes de
otimalidade sejam satisfeitas pelas solucBes O6timas da série. Também apresentamos uma
experiéncia numérica do procedimento com dados provenientes do perimetro irrigado de
Gorutuba, regido norte do estado de Minas Gerais.

4.2. Material e Métodos
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No planejamento agricola, com limitacbes de agua e terra, procura-se selecionar as
culturas e os meses de plantio em um perimetro irrigado composto por um conjunto de lotes,
que proporcionem a maximizacdo da receita liquida e a melhor utilizacdo dos recursos
disponiveis. O problema € determinar um padréo de cultivo 6timo das culturas para cada lote,
de tal maneira que a receita liquida seja maxima quando € feita uma racionalizagéo dos recursos.
Esquematicamente, o modelo de programagéo linear para representar o problema anterior, pode
ser equacionado como segue:

Maximizar ", Z}il (piyyi — c)xij = XM -1 TjX;j

Sujeito a: my vixiy < VT j=1,..,12
Yiny xij < AT ji=1,..,12
xij =0 i=1..,mj=1,..,12

Em que:
* i — Representa a cultura agricola, i =1, ..., m;
* j — Representa 0 més do ano, j =1, ...,12;
* pij — Representa o preco da cultura cultura i no més j (R$ - kg=1);
« yi— Produtividade média da cultura i (kg - ha—1);
* ci— A média dos custos médios da cultura i (R$ - ha—1);
« xij— Area cultivada com a cultura i no més j (ha);
* v;j — Volume de &gua utilizado com a cultura i no més j (m3 - ha-1);
* VTj— Volume total de agua disponivel no més j (m3);
« ATj— Area total irrigavel no més j (ha).

No que segue, considera-se dado um perimetro irrigado com L lotes (I = 1,2, .... L) de
plantio, e a série de problemas de PL (PPL!), associados a producdo de cada lote do
perimetro:

(PPLYH Maximizar Y™ 12 1,1
i=14j=1"i%

Sujeito a: Y™ ! xt <VT! j=1,2,...12
i=1Yij " ij j

l .
Y xl < AT j=1,2,...12
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Onde r! = piyt — c!, representa a receita liquida marginal da cultura i no més j, lote
L L L
[ (RS ha]-l), y'a producdo média da cultura i no lote [, ¢! o custo médio de produgéo da cultura
L L

i no lote I. Note que o preco de cada cultura em cada més, independe do lote. Mais ainda, x! ;;
(ha) representa a area a ser plantada no lote ! da cultura i no més j. Aqui v! repjesenta o
volume de agua que precisa a cultura i no més j para seu desenvolvimento no lote [, VT' 0 ;
volume total de agua disponivel no lote [, durante o més j, e AT! a area total irrigavel no lote [,
durante 0 més j.

Suponha conhecidas L solucBes Otimas X! = (xt; ) dasérie (PPLY); isto €, x' representa
a tomada de decisdo O6tima para cada lote [ = 1,2, ... L. A meta do problema inverso de
otimizagdo aqui tratado é determinar um vetor r = (ri), tal que as condigdes de otimalidade
do programa néo-linear:

(PH Maximizar Y7, ]121 Tij xilj

Syjeitoa: 3™ 1 xt <VT'  j=1,2,...12

=17y i J
Sty xi; < AT j=12,...12

12
ngO,rER m

sejam satisfeitas 0 mais aproximadamente possivel pelas solu¢des 6timas x!, para cada [ =
1,2, ... . L. Note que desta maneira, o vetor r = (ry), representa devidamente as receitas ! =
(r}; ) dos L lotes e permite avaliar economicamente a produtividade do perimetro irrigado
através de (PY).

O nome de inverso, deve-se a que, neste caso, procura-se determinar os coeficientes da
funcdo objetivo do modelo, ao invés da solucdo 6tima do problema. Matematicamente, neste
capitulo, procuraremos desenvolver um procedimento computacional que seja capaz de gerar
um vetor r € R12m tal que paratodol=1,2, .... L:

|rTfl—rTx*l|

TR S

rTxt += 0, w € (0, 0.1) e x*' uma solucédo Gtima de (P!). Assim teriamos que r7x*. representa
devidamente os valores objetivos 6timos dos L lotes.

Note que paracada ! = 1,2, ... . L, (PY) éum programa ndo linear nas variaveis x/;, €
Ri2m, r € R12m mas se r fosse conhecido, o problema dual associado ao entdo programa
linear (P?), estaria dado por:

(DY  Minimizar f(u!, &) =Y12 VTw! + Y12 ATE!
=1 jj =1 jj
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Sujeitoa:viul + & —zl=ry;i=12,...m;j=1,2,...12
gy J J i}

uhéhzl 20
joJ i

Também o (P!) pode ser escrito como:

. 12 !
Maximizar ¥7_; ;21 71 X;
Sujeito a: ;" oloxt +wi=VT! j=1,2,...12
=% Ty j
m ol +wl = AT j=1,2,..12
i=1%5 j

x> 0,wl>0,w2>0
i J J

Da teoria de dualidade, se x! é primal viavel e (u!, &) dual viavel, entdo:
ful, &) — rTxt = (zD)Txl 4+ (WwiDTul + (W2)TEL> 0; ou rTx! < f(ul, &)

(teorema fraco de dualidade) e a igualdade é alcancada nas solugdes Otimas primal-dual. Por
isso, a construcdo do modelo para resolver o problema inverso de otimizacdo, incorpora a
restricdo contraria: rTx! > f(u!, &'), ao sistema de desigualdades viaveis primal-dual; isto &,
paracadal=1,2, .... L, procuram-se vetores x! e (u!, &) tais que:

f@hE) —r’xt<0 (4.1)
m ol xt <VT! ji=1,2,...12 (4.2)
i=1"ij ij Jj

l .
Yty x; < AT} j=1,2,...12 (4.3

ri —vtul=-¢<0 i=12....m j=12,..12 (4.4)
gyj oo
Voltando a nossa visao de r e ul, & (multiplicadores de Lagrange) como variaveis, ao
substituir xglpor X em (2)-(3), temos que (2)-(3) sao trivialmente cumpridas e por isso resta
agora o conjunto de desigualdades dadas por (1) e (4), ou seja, paracadal=1,2, ....L:

f@,éH) —(Hr=<0 (4.5)
riy —vl ul=¢§<0 i=12...mj=12..12
igjJj o

Este € um conjunto de L(12m + 1) desigualdades lineares e 12(m + 2L) varidveis. Para

efeitos numéricos, suponha que L € um inteiro positivo estritamente maior que —12m _  assim
12m—23

existirdo mais desigualdades do que variaveis. Na préatica, em lugar de encontrar uma solucao
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do sistemas de desigualdades (4)-(5), determina-se uma solucdo 6tima do problema auxiliar de
programacéo linear dado por:

(PA) Minimizar }j_; i
Sujeito a: 12 VTw! + Y12 AT — Zm 212 X ri+a<o, [=12,...L
=1 jJj =1 jJ j=1 i
i — vl ul=¢<0 i=12,...mj=12,...121=172,...L
g J
0<ar <1 [=1,2,...L
ul, é&6>0, r € R1zm [=1,2,...L

Note que uma solucdo 6tima de (PA), gera vetores r, ul, &' tais que (4)-(5)- sdo
satisfeitas. Agora, depois que a esséncia do problema e a respectiva teoria para seu tratamento
foram apresentadas, se faz necessario detalhar um procedimento computacional para a
utilizacdo do modelo.

4.3. Procedimento Computacional

Dados: m > 2, L inteiro positivo estritamente maior que _12m, p ,y, cl, v, VT, AT!
om—23 Ui iy

comi=12,....m, j=1,2,...12, [=1,2,...L(indicadores).

Comeco

PASSO 1

Paracadal=1,2,...L

Paracadai=1,2,....m

Paracadaj=1,2,..12

Calcular r'= (r*) onde rt = pyy! — ¢t
ij )] i i

Paracada [=1,2,....L

Fazer

(rHTx!: Zm pl XL VTL Ym0 < ATLxE =0,
_fl = A'rgmax { ' l] ] i=1 l] ] ij }
j=1,2,...12

PASSO 2
Resolver (PA)
Saida: (r, ul, &, ar)
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PASSO 3
Paracada [(=1,2,....L

Fazer
! rixl: ¥ X <SVTL 3™ 1 <ATL x>0,
x* = Argmax{ =1y Y joo=LTy joy

}
j=1,2,...12

Paracada [=1,2,...L
Enquantoy: =rTxt %0

. [Tl —rTx*!|
Avaliar erro = ————
[t x|

Fim

O procedimento anterior € uma maneira de se determinar um vetor objetivo que
representa aproximadamente os objetivos dos L lotes de plantios dados. No PASSO 1, gera-se
a série de problemas associados aos L lotes. No PASSO 2, se resolve o PL auxiliar (PA),
obtendo-se o vetor objetivo r, os multiplicadores de Lagrange, u!, &' e as variaveis ai, que
medem o grau de aproximacéo da solugéo primal-dual gerada pelo procedimento (para cada
[ = 1,2, .... L). No PASSO 3, encontra-se uma solucédo 6tima do problema de PL com o vetor
objetivo r (determinado no PASSO 2) e logo realizamos uma avaliacao do erro relativo entre o

valor rTx*! e o valor étimo do (P!), agora com r representando os 7.

4.4. Resultados e Discussao

O ensaio numérico a ser apresentado foi realizado com dados conhecidos do perimetro
irrigado de Gorutuba, localizado no municipio de Nova Porteirinha, norte do estado de Minas
Gerais e descritos em CARVALHO, 1998.

Da mesma forma que o referido autor, nove lotes foram selecionados (I = 1,2, ... . L = 9)
por apresentarem caracteristicas de solo e sistemas de irrigacdo distintos. A escolha das culturas
baseou-se na maior variedade, dentre aqueles implantados e com a maior diversidade de
caracteristicas fisico-hidricas dos solos. Foi simulado o plantio de quatro culturas anuais:
abobora, feijao, milho, quiabo; e de quatro culturas perenes: banana prata, banana nanica, limao
emanga(i=1,2,...m=8).

A Tabela 6 apresenta os pregos, produtividade média e custos das culturas anuais e perenes
utilizados em CARVALHO et al., 2000. Na obtengdo dos custos totais (R$ - ha-1) para cada cultura,
além dos valores na tabela, foi considerado o valor da tarifa de agua cobrado no perimetro segundo
informacdes do distrito de irrigacdo de Gorutuba. Em funcéo dessas ofertas, as datas de plantio para
as culturas anuais foram adotadas, considerando a duragdo média do ciclo da cultura.

Para as culturas perenes, foram considerados, ao inves do més de plantio, 0s meses em que
a cultura estivesse produzindo, sendo o produto vendido aquele preco apresentado na Tabela 6.
Dessa maneira, ndo se estava buscando qual a area a ser plantada e sim, qual a area que deveria
estar produzindo em determinado més com determinada cultura.
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Como néo foi considerada a duragéo do ciclo da cultura, a produtividade média adotada para
cada més foi inversamente proporcional ao preco observado na regido naquele més, respeitando,
dessa forma, a lei da oferta e da procura.

Tabela 6: Precos das culturas agricolas(p:y), produtividade média (y:) e custos médios de
producéo (c:) para as culturas consideradas, no perimetro irrigado de Gorutuba (MG).

Abobora | Feijdo Milho | Quiabo | Banana | Banana Limdo Manga
Prata Nanica
Més Preco das culturas agricolas (R$ - kg-1)
Jan 0,662 0,401 0,084 0,307
Fev 0,500 0,180 0,400 0,484 0,085 0,188
Mar 0,154 0,375 0,158 0,180
Abr 0,750 0,148 0,404 0,126 0,180
Mai 0,831 0,156 0,431 0,091 0,364
Jun 0,830 0,601 0,090
Jul 0,829 0,161 0,592 0,092
Ago 0,756 0,164 0,455 0,413 0,219 0,402 1,00
Set 0,315 0,182 0,751
Out 0,818 0,214 0,269 0,751
Nov 0,20 0,752 0,156 0,215 0,158 0,384 0,294
Dez 0,198 0,092 0,429 0,219
CBto ddipidddedkgRyaha) 1)
2.674,0 01§ 0065, 1/ 0651| 05.5 03.6 1158007 1 526500{ 4.646,900 |926240000 | L1EBIFHD
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Nesta experiéncia numerica, estaremos supondo que o custo médio de producéo de cada
cultura agricola, ci, € 0 mesmo em qualquer lote, [ = 1,2, ... . L;istoé, ¢/ = ci. Observando a
Tabela 6, verificam-se 0s meses em que a oferta varia ao longo do ano e em funcdo destas
ofertas e duracdo média do ciclo de cada cultura, foram consideradas as datas de plantio das
culturas anuais. Por exemplo, o feijdo apresenta precos competitivos em nove meses do ano,
sendo considerado como més de plantio aquele que antecedia em trés meses 0 més com aquele
preco. Por isso, foram considerados como meses de plantio: janeiro, fevereiro, marco, abril,
maio, julho, agosto, outubro e novembro, totalizando nove épocas. O mesmo foi feito para as
outras culturas anuais, obtendo-se um més de plantio para a abdbora, sete para 0 milho e dois
para o quiabo.

A Tabela 7 apresenta as produtividades médias de cada cultura em cada lote ( y!)
(variantes da produtividade média de cada cultura (y:) dada na Tabela 6).

i

Tabela 7: Produtividade média (kg - ha—1) de cada cultura em cada lote do perimetro
irrigado de Gorutuba (y%)

Cultura 1 2 3 4 5 6 7 8 9
s/Lotes

Abzbor 18.000 | 9.000 6.000 4500 | 3.600 | 3.000 | 257142 | 2250 | 2.000
Feijio | 1.800 | 900 600 450 | 360 300 25714 | 225 200

Milho 5.500 2.250 1.833,33 1.375 | 1.100 | 916,66 785,71 687,50 | 611,11

Quiabo | 15.000 | 7.500 5.000 3.750 | 3.000 2.500 2.142,85 | 1.875 | 1.666,66

B;::tr;a 26.000 | 13.000 | 8.666.66 | 6.500 | 5.200 | 4.333.33 | 3.714,28 | 3.250 | 2.888.88
Banana
S | 44000 | 22000 | 14666,66 | 11000 | 8.800 | 7.33333 | 628571 | 5500 | 488888

Limdo | 22.000 | 11.000 7.333,33 5.500 | 4.400 | 3.666,66 | 3.142,85 | 2.750 | 2.444,44

Manga | 18.000 | 9.000 6.000 4500 | 3.600 3.000 2571,42 | 2.250 2.000
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qualquer lote I =1,2, ... L =9 ;isto €: v!;= vy;.

Ja a Tabela 8, mostra os volumes mensais de agua necessarios para o desenvolvimento
de cada cultura considerada. Também nesta experiéncia numérica, estaremos supondo que o0
volume mensal necessario para o desenvolvimento de qualquer das culturas € 0 mesmo em

Tabela 8: Volume de agua mensal necessario para o desenvolvimento de cada cultura no

Abdbora | Feijao Milho Quiabo Banana Banana Limao Manga
Prata Nanica
Més Volumes de agua cultura-més (1000ms3)
Jan. 0,187 0,250 0,848 0,600
Fev. 0,120 0,096 0,285 0,500 0,678 0,788
Mar. 0,125 0,750 0,333 0,680
Abr. 0,250 0,238 0,704 1,326 0,880
Mai. 0,259 0,256 1,250 1,055 1,164
Jun. 0,266 1,501 1,090
Jul. 0,229 0,274 1,692 0,928
Ago. 0,256 0,344 0,278 1,813 0,719 0,902 1,654
Set. 1,915 0,982 0,851
Out. 0,268 2,214 1,269 1,251
Nov.| 0,384 0,272 0,356 1,215 1,158 0,984 1,894
Dez. 2,198 1,092 0,729 2,019

perimetro irrigado de Gorutuba (MG). (vy)).

33




A Tabela 9 apresenta para cada lote (I = 1,2, ....9), 0s volumes de &gua total disponivel
em cada més do ano (V?j?l), assim como as areas irrigaveis em cada lote respectivamente (A]Tl).
Para todos os lotes foi considerada a a&rea maxima possivel de ser ocupada com o cultivo. Foram
escolhidos entre cinco e nove lotes de plantio e a Tabela 10 mostra os resultados obtidos.

Tabela 9: Volumes mensais de agua (VT}) em 1000m3 e area irrigavel (AT;) em ha para os
lotes estudados.

Lotes()) 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Més Volumes Mensais (1000m3)
Jan 53,10 | 11,09 | 12,35 | 5,15 5,29 6,35 [13,36 6,55 | 12,35
Fev 85,82 | 17,42 | 886 | 17,93 | 8,91 9,34 |17,82 7,88 | 17,82
Mar | 59,80 | 11,09 | 574 | 11,38 | 05,81 | 5,74 (12,17 3,92 | 11,48
Abr 60,26 | 14,26 7,06 7,16 7,06 7,06 [14,11 6,88 | 14,44
Mai 88,02 | 17,42 | 8,78 8,78 | 17,68 | 8,78 (17,93 8,68 | 15,92
Jun 75,29 | 15,84 | 1584 | 7,92 8,10 | 7,92 | 9,70 8,10 | 13,08
Jul 71,14 | 15,84 | 1584 | 7,92 8,35 8,35 |15,60 7,85 | 14,19
Ago | 81,00 | 16,63 | 7,92 7,87 8,30 | 8,30 (14,61 9,11 | 14,95
Set 76,32 | 16,42 | 7,35 7,49 7,49 7,49 |14,98 8,93 | 13,33
Out | 52,81 | 12,10 | 10,62 | 518 | 2,66 | 531 |10,26 6,55 | 8,32
Nov | 19,08 | 4,32 3,96 1,98 1,80 1,99 | 3,96 2,59 2,31
Dez | 18,00 | 6,05 | 454 | 227 1,95 | 2,95 | 5,29 2,23 | 2,89
Area (ha)
38,00 | 11,00 | 846 | 351 | 594 | 2,95 | 8,16 590 | 7,97
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Tabela 10: Resultados obtidos da implantacdo computacional do procedimento apresentado

L Lotes PTorl T erro = [Tt — rTx|
lr T

1 4884909.309365 4884909.309365 1.906530e-16
2 1414052.694816 1414052.694816 1.646549e-16

5 3 1087535.072559 1087535.072559 4.281805e-16
4 451211.359891 451211.359891 1.290031e-16
5 763588.455201 763588.455201 0
1 4884909.309365 4884909.309365 0
2 1106017.202120 1106017.202120 2.105127e-16

6 3 1013849.101944 1013849.101944 1.148251e-16
4 506924.550972 506924.550972 1.148251e-16
5 460840.500883 460840.500883 1.263076e-16
6 509484.775977 509484.775977 1.142481e-16
1 4884909.309365 4884909.309365 1.906530e-16
2 1106017.202120 1106017.202120 0

7 3 1013849.101944 1013849.101944 1.148251e-16
4 506924.550972 506924.550972 1.148251e-16
5 460840.500883 460840.500883 1.263076e-16
6 509484.775977 509484.775977 1.142481e-16
7 1013849.101944 1013849.101944 1.148251e-16
1 4884909.309365 4884909.309365 1.906530e-16
2 1106017.202120 1106017.202120 2.105127e-16
3 1013849.101944 1013849.101944 2.296502e-16

38 4 506924.550972 506924.550972 0
5 460840.500883 460840.500883 2.526152e-16
6 509484.775977 509484.775977 0
7 1013849.101944 1013849.101944 2.296502e-16
38 663098.276271 663098.276271 3.511254e-16
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1 4884909.309365 4884909.309365 3.813060e-16
2 1414052.694816 1414052.694816 3.293097e-16
3 1087535.072559 1087535.072559 6.422707e-16
4 451211.359891 451211.359891 6.450155e-16
5 763588.455201 763588.455201 1.524582e-16
6 379223.222701 379223.222701 4.604754e-16
7 1048969.999064 1048969.999064 2.219612e-16
8 758446.445401 758446.445401 4.604754e-16
9 1024545.452517 1024545.452517 1.136263e-16
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CAPITULO 5

OTIMIZACAO PRIMAL-DUAL DA PRODUCAO E DA RECEITA LIQUIDA COM
LIMITACOES DE AGUA E NITROGENIO

5.1. Introdugéo

Sabe-se que varios fatores referentes ao solo, a planta e a atmosfera interagem entre si,
determinando a produtividade das culturas agricolas. Certamente existe uma relacdo funcional
entre esses fatores e a producdo das culturas, caracteristicas de cada condicdo ambiental. A
resposta das culturas pode variar em diferentes tipos de solos, climas e também em decorréncia
da quantidade e frequéncia de aplicacdo da agua, do nitrogénio e outros insumos (FRIZZONE,
J. A.etal., 2005).

Entende-se por funcdo de producdo agricola ou resposta, como aquela que expressa a
relacdo fisica entre as quantidades utilizadas de um certo conjunto de insumos e as quantidades
fisicas méaximas que se podem obter do produto, para uma dada tecnologia usada.

Em geral, o problema é encontrar uma solugdo 6tima da combinagao insumo-produto, que
maximize a producdo e a receita liquida separadamente, sujeito as restricdes de recursos (ou
insumos) pré-fixadas e a uma estrutura de custos e pregos dada.

Se as fun¢des de producdo fossem conhecidas com precisdo, seria possivel selecionar
com exatiddo o nivel 6timo de agua e nitrogénio para uma situacdo em particular; mais tais
funcOes estdo restritas a grandes variagdes em relagdo ao clima-solo, dificultando prever a
produtividade das culturas de forma exata.

Na pratica se geram regressoes lineares para representar “boas aproximacdes” destas
funcBes. A qualidade do ajustamento, que indica a proporcao de variacdo da funcéo é indicada
por uma unidade descritiva conhecida como coeficiente de determinacédo (r2).

O manejo adequado da agua € fundamental na agricultura irrigada, considerando que o
setor agricola é o maior consumidor de agua e que 0s recursos hidricos sdo essenciais e
estratégicos.

Segundo FIGUEIREDO, et al., (2008), uma mudanca fundamental devera ocorrer nas
praticas da irrigacdo nos proximos anos, em decorréncia das pressdes econémicas sobre 0s
agricultores, da crescente competicdo pelo uso dos recursos e dos impactos ambientais da
irrigacdo. Eles acham que tais fatores deverdo motivar uma mudanca do paradigma da irrigacao,
enfocando-se mais a eficiéncia econémica do que a demanda de agua das culturas.

Ja em relacdo ao recurso do nitrogénio, considerando que na atualidade os custos sdo cada
vez mais variaveis e que a demanda no Brasil cresce a cada dia, é necessario que sejam
respeitadas as questdes ambientais referentes a preservagédo dos solos, como peca fundamental
para uma agricultura sustentavel.
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Figura 3: Apllcagao de nitrogénio na agricultura
‘l”‘ S

FTE:jacto, pragas na Iavour (2019)

Nesse capitulo apresenta-se uma visdo dual da otimizacdo agricola com insumos
limitados (Iamina de &gua e dose de nitrogénio), associados & maximizacao da producdo e a
maximizacdo da receita liquida agricola de uma determinada cultura respectivamente.
Apresenta-se um procedimento primal-dual baseada no método barreira logaritmica
(BERTSEKAS, 2004) para resolver ambos problemas, e a fim de avaliar o desempenho
metodolégico, foram realizadas experiéncias numéricas com as culturas agricolas, meloeiro
(ROCHA JUNIOR et.al. 2016), alface americana (MARQUES SILVA et.al., 2008), laranja-
pera (BERTONHA et al., 1999) e aveia (FRIZZONE et al., 1995).

5.2. .Material e Métodos

Seja y(w, n) afuncéo-resposta (ou de produgédo) de uma determinada cultura (kg. ha=1)
em relacdo a lamina de &gua w (mm) e a dose de nitrogénio (kg. ha—1), em geral uma funcao
ndo-linear e wi, wy, ni, nu (Mm) limitantes inferiores e superiores de w e n respectivamente,
sendo wi, wu, inu = 0; wu = wr e . = nu. Nesse contexto, o primeiro problema a considerar
é o primal:

Maximizar  y(w,n) (1)
Sujeito a: wi < w < wy
n <n<snu

(1) representa um problema de programacdo ndo-linear na caixa bidimensional
[wi, wulx[n, nu] (BAZARAA et al., 1993). Outro problema interessante de estudar na
otimizacdo agricola com limitagdes hidricas e de fertilizantes € a maximizacao da receita liquida
obtida com o plantio de uma determinada cultura. Considerando que o beneficio é proporcional
a produtividade, procura-se entdo:

Maximizar RL(w,n) =pcy(w, n) — cww — cann @)
38



Sujeitoa: wi <w <wu

n<nnu

Em que pc representa o prego da cultura (R$. ha=1), cw 0 custo da lamina de agua
(R$. mm~1. ha=1), cn 0 custo da dose de nitrogénio (R$. kg—1. ha=1) e RL(w, n) areceita
liquida obtida do plantio (R$.ha-1). No que segue, suponha que y(w,n) = aw? + bn? +
cwn+dw+en+f,ondea,b,c,d e fERea,b,c<0.Assimentdo que (1) é equivalente
ao problema:

(P) Minimizar —y(w,n) = 15( w,n) Q (v:) —(d,e) (,V:) —f

S - -t . W
ujeito a: A()<p
Em que: Q = (—Za %, A= (_11 0 ) JWZ). Note que Q é uma matriz simétrica
—c  —2b 01 P74
0-1 -

e positiva definida (a, b, c < 0), e por tanto a funcao objetivo —y(w, n) é estritamente convexa.
Neste caso o problema dual associado ao problema (P) esta dado por:

(D) Maximizar 6(u), Sujeitoa: u €R*,

Em que:
o1 w w w w
0(w) =inf{-(w,n) @ ()~ (e ()~ @A) P () ERY 3

5 w .
Para um u dado, a fungéo: %(W, n) Q ()~ (d,e) (va) - };/+ u’ (A (TV;’) — p) € convexae

por tanto que uma condi¢do necessaria e suficiente para um (n) ser minimo é que seu
gradiente se anule, isto é:

w T d
Q()+A u—(e)=0 (4)
Por tanto o problema dual associado a (P) esta dado por:
Lo w w w
(D) Maximizar — >(w, n) @ G- (@ )—f+u @A) =P
Sujeito a:

w T d
QG+ Au=()
u €ER%

De (4): —(w,n) Q (an) =ul 4 (:) —(d,e) (7‘/:) e assim que a funcéo objetivo de (D):
w w
;W @ ()—(d,e) (r“:) —f+u’ (4 (Z) —-p) = —;)(W' Q) —pu—f
2
Desta maneira o problema (D) pode ser escrito como:
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L 1 w
Maximizar — . (w, n) 0 (n) —pTu—f

T d
Q () +Au=()

u € R4

Sujeito a:

-1 d T 0
(W=0 ((P-A4w

Note que de (4), como existe Q—1, entdo u

(w,n) =((d, e) —uTA)Q-1 e assim:

—1( v T =— 1(w,n)p0-1 d AT T
EW;n)Q(n)_PU—f——E M)QQ ((e)— u) —pfu—f

= _%(W, n) ((:) —ATu) —pTu—f

=_ %(W, n) (Z) + %(W, n)ATu — pTu — f

=~ 1((d, &) —ura)Q~1 () + ' ((d, €) — uTA)Q-1ATu — pTu — f
_ 40

3 (P+u 4 ()+] Au—1

== %(d, e)Q! (e) +(d, e)Q'AT o, %II AQ-1ATu — pTu—f

=-1(d &0 (d) ~luTHu+ gru—f
2 e 2

d
Emque o =A40"' ()—peH=AQ'A" H ¢ simétrica e positiva definida.
e
Assim que o problema (D) pode ser escrito como:
- 1 d
(D) Maximizar 3 (d,e)Q! (e) — %1[ Hu+oTu—f
Sujeito a: U € R%

1
Fazendo g = E(d’ e)Q! (d), o problema anterior pode ser escrito como:
e

(D) Maximizar —%uTHu+ o’u—(g+f)
Sujeito a: U € R4,

ou equivalentemente ao problema:

(D) Minimizar EluTHu —oTu+(g+f)

Sujeitoa: u€ R%
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Seguindo a metodologia barreira logaritmica, para um p > 0 dado, associamos a funcéo
objetivo de (D), a funcdo barreira logaritmica:

¢ W)= luHu—ocu+(@+f)+u Ln(u), e procuramos:
u 2 Jj=1 J
Minimizar ¢u(u)

Mais ainda, u resolve este problema irrestrito para cada u > 0, se e s6 se Vopu(u) =0, e
assim busca-se (u,z) >0:

Hu—o+z=0
B
ui
M
Ondez= w» =pu~l.Notequecomoz =puu-lentdozu = p, e agorabuscamos
M J J JjJ
us
L
(a)
resolver o sistema de equac6es ndo-linear:
Hu+z=o0 (5)
z =p (j=1234) (6)

Aplicando o método de Newton para resolver o sistema nao-linear (5)-(6), procura-se uma
direcdo Au = (Aus, Auz, Aus, Aus) € R*e Az = (Az1, Azz, Az3, Azs) € R* tal que:

Hu+Au)+(z+ Az) =0 (5)
(7 + Az)(w + Aw) = p (j=1234) (6)
De ai que:
HAu+Az=0—-—Hu—2z=90
zily + wjAzj = u— zuj = Tu (j=1,2,3,4)
A continuagéo o procedimento computacional para resolver (1).

5.3. Procedimento Computacional

Dados: a,b,c,d,e, f ERea, b, c <0, wi, wy, ninu = 0; wu = wie nu > ni,

g &€(0,1), 0 >0,u€ R4, .

10 Wu
—2a —c —-10),p= ¢
Fazer Qz( A= )P =( ), 4= Ho
— " ' n 1 n
0-1 -1
o =401 (“ L e = AT o
n) _p’ Q - r2_Anh __~ o 2
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Fazer O=o0—Hu—2z tu=u— zuyj

Enquanto Max {||6]l, |tul} > € .

Determinar Au = (Auz1, Auz, Aus, Aus), Az = (Az1, Azz, Az3, Az4):

HAu+ Az=20
ziluy + wjAzj = Ty (j=1234)
Achar ¢ = min {M, Izl
[lAu]l [lAz|

Fazer u=u+ 0.999aAu, z =z + 0.999aAz
Fazer u =¢&u

Calcular 6, Tu
Wo_ o o—1,dy ar
Fazer (% =qQ ((e) A w)

Note que o procedimento anterior também pode ser aplicado para resolver o problema
(2), onde procura-se maximizar a receita liquida RL(w, n) = pcy(w, n) — cww — cnn, POSto
que: RL(w,n) =pcy(w,n) — cww — can = pc(aw? + bn2 + cwn+dw+en+ f) —
cww—con=w?+h?+cwn+dw+én+f, emquea=pca, b=pcb, ¢=pc, d=
pcd — cw, € = pce — cn, f = pcf.

5.3. Resultados e Discusséo

Para testar o procedimento anterior, foram utilizadas as funcdes de producgdo do meloeiro
(ROCHA JUNIOR et al., 2016), alface americana (MARQUES SILVA et al., 2008), laranja-
pera (BERTONHA etal., 1999) e aveia (FRIZZONE et al., 1995). As férmulas analiticas destas
fungdes séo:

y(w,n) =52,40174118 w + 111,1536525n — 0,038815548 w? — 0,279112997 n?
para o meloeiro, y(w, n) = —12490 + 388,1w — 6,02n — 1,042w2 — 0,04563n2 —
0,1564wn para a alface americana, y(w, n) = 0,306 + 1,01x10-2n — 1,46x10-°n? +
4,35x10—*w — 4,47x10-8w? para a laranja-perae y(w,n) = 3,575x10-2w +
1,554x10-2n — 5,6x10—>w? — 5,1x10-5n2 para a aveia. Os intervalos [wi, wu] e [n;, nu]
considerados para 0 meloeiro foram [150,750] e [100,300] respectivamente, [150,300] e
[100,250] para a alface americana, [0,6.000] e [0,5.000] para a laranja-pera e [0,600] e
[0,500] para a aveia. Em relacdo aos custos de agua e nitrogénio foram, R$ 0,318 e R$ 3,50
para 0 meloeiro, R$ 0.44 e R$ 2,09 para alface americana e R$ 0,20 e R$ 0,50 para aveia
respectivamente. Os precos considerados foram R$ 0,58 para o meloeiro, R$ 0,80 para alface
americana e R$ 150 para aveia. Para a cultura laranja-pera foi realizada apenas a maximizacéo
da produtividade em resposta a aplicacdo da agua e do nitrogénio.
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Na Tabela 11 apresentamos os resultados obtidos pelo procedimento Primal-Dual, assim
como os da literatura em relacdo a produtividade de cada cultura.

Tabela 11: Lamina de &gua w, dose de nitrogénio n e produtividade y(w, n) 6tima

Culturas Metodologia w (mm) n(kg. ha1) y(w, n) (producéo)
Meloeiro Primal-Dual 675,01 199,12 28.752,26 (kg. ha1)
Rocha Junior et al., (2016) 675 199,1 28.752,3 (kg. ha 1)
Alface americana Primal-Dual 211,91 287,49 26.987 (kg. ha=1)
Marques Silva et al., (2008) 208,03 290,5 27.004,49 (kg. ha=1)
Laranja pera Primal-Dual 4.865,8 351,75 3,11106(caixas. arvore=1)
Bertonha et al. (1999) 5.095,6 345,9 3,2 (caixas. arvore=1)
Aveia Primal-Dual 319,20 152,35 6,8894 (t. ha=1)
Frizzone et al., (1995) 319,2 152,36 6,9t (t. ha™1)

No caso da cultura do meloeiro, pode-se observar uma compatibilidade total dos
resultados obtidos através do procedimento Primal-Dual e os obtidos em ROCHA JUNIOR et
al., (2016). Analogamente em relacdo a cultura alface americana, a produtividade 6tima obtida
pelo procedimento Primal-Dual mostra uma pequena diferenca de valores em relagdo aos
apresentados por MARQUES SILVA et al., (2008), assim como os valores obtidos das variaveis
lamina de agua e dose de nitrogénio.

No que respeita a cultura laranja pera, apesar de obtém-se uma produtividade 6tima muito
proximas, em BERTONHA et al. (1999) sdo necessarios 228,8 mm mais de agua que no
procedimento Primal-Dual. Finalmente os resultados obtidos em FRIZZONE et al. (1995) e
com o procedimento Primal-Dual para a cultura da aveia, foram praticamente os mesmos. Na
Figura 4 podemos visualizar cada iteracdo do procedimento implementado em relacdo a
produtividade 6tima de cada cultura considerada.
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Figura 4: Producdo 6tima das culturas: Alface americana, Meloeiro, Laranja pera e Aveia

(MATLAB 7.1)

Na Tabela 2 apresentam-se os resultados obtidos em relacdo a receita liquida 6tima para
as culturas meloeiro, alface americana e aveia.

Tabela 12: Lamina de 4gua w, dose de nitrogénio n e receita liquida étima RL(w, n)

| doloai B RL(w,n)
Culturas Metodologia w (mm) n(kg. ha=1) (Receita Liquida)
Meloeiro Primal-Dual 675,01 199,12 R$ 15.764,74
Rocha Junior et al., (2016) 597,1 198,3 R$ 10.440,00
Alface americana Primal-Dual 199,93 263,55 R$ 20.895
Marques Silva et al., (2008) 203,98 240 R$ 20.931
Aveia Primal-Dual 319,20 152,35 R$ 893,40
Frizzone et al., (1995) 310 120 R$ 897
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Note que no caso do meloeiro, existe uma diferenca entre as receitas liquidas nas
metodologias Primal-Dual e ROCHA JUNIOR et al., (2016) de R$ 5.324,74, mas o Primal-
Dual deve utilizar 78 mm mais de agua que a alcangada em ROCHA JUNIOR et al., (2016) e
com quase a mesma quantidade de nitrogénio. Ja em relacdo as culturas alface americana e
aveia os valores das receitas liquidas ndo apresentam diferenca significativa, apenas podemos
reparar uma pequena diferenga no que respeita a quantidade de nitrogénio utilizada. Finalmente
na Figura 5 podemos visualizar cada iteracdo do procedimento implementado em relacdo a
receita liquida 6tima das culturas: Meloeiro, Alface americana e Aveia
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Figura 5: Receita liquida 6tima das culturas: Meloeiro, Alface americana e Aveia,
(MATLAB 7.1)
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6. CONCLUSOES

Esta dissertacdo utiliza de métodos de programacao linear e ndo linear para solucéo de
problemas de otimizacéo da producédo agricola, obtendo seus resultados primal, mas também o
dual, que é o diferencial da dissertagdo. No capitulo 3, apresentamos um procedimento
computacional de pontos interiores para resolver os problemas primal-dual associados a
maximizacdo da receita liquida e & comercializagdo 6tima dos insumos, agua e terra. Obtendo
resultados satisfatorios. Ja& no capitulo 4, O procedimento computacional implementado,
mostrou um bom comportamento se observamos os resultados obtidos. Os errosrelativos entre

o valor rTx*le o valor 6timo do (PY), agora com r representando os r! foram satisfatorios e
assim foi alcancado o objetivo da dissertacdo apresentada, e por Gltimo, no quinto capitulo,
Apresentou-se uma metodologia ou procedimento computacional (programacao nédo-linear)
para determinar a maxima producao e/ou maxima receita liquida de um conjunto de culturas
agricolas com recursos limitados, utilizando a teoria de dualidade.

E importante destacar a brilhante e simples atuacdo do problema dual na construcio do
procedimento. Por Gltimo, com base nos resultados obtidos, foi possivel concluir que a
metodologia apresentada constitui uma alternativa confiavel, considerando os resultados
semelhantes aos publicados na literatura. Considerando os bons resultados obtidos, percebe-se
a contribuicdo que a parcela dual pode trazer para a tomada de decisdo agricola. Para
implementacéo foi utilizado MATLAB 7.1.
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